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Problèmes

1. En découpant le plan et l’espace

1) Quel est le nombre maximal de parties obtenues en traçant n droites dans le plan ? Même
question en remplaçant les droites par des cercles.

2) Quel est le nombre maximal de parties obtenues en traçant n plans dans l’espace ? Même
question en remplaçant les plans par des sphères. Par exemple, en combien de parties peut être
divisé l’espace à l’aide de 5 sphères ?

2. En découpant un polygone convexe

On considère un polygone convexe à n côtés.
1) En supposant qu’il n’existe pas trois diagonales du polygone qui soient concourantes, en com-

bien de morceaux est divisé celui-ci si on trace toutes ses diagonales ?
2) De combien de façons différentes peut-on découper un hexagone (heptagone, octogone) en

triangles en utilisant des diagonales qui ne s’intersectent pas à l’intérieur du polygone ?
3) De combien de façons différentes peut-on découper un polygone à n côtés en triangles en

utilisant des diagonales qui ne s’intersectent pas à l’intérieur du polygone ?

3. Des cordes et des cercles

On considère 20 points fixés sur un cercle. On dessine dix cordes qui relient tous ces points deux
par deux. On appelle une telle configuration libre s’il n’y a pas deux cordes qui se coupent à
l’intérieur du cercle. Combien de configurations libres existe-t-il ?

Résoudre le problème dans le cas général quand il y a 2n points et n cordes.
On pourra commencer par regarder un cas plus simple : huit points et quatre cordes, ou même

plus simple encore. . . Y a-t-il une liaison avec le problème précédent ?

4. Le nombre de serpents de longueur 12

Soit n un entier strictement positif. On appelle permutation des nombres 1, 2, . . . , n toute fonction
bijective

f : {1, 2, . . . , n} −→ {1, 2, . . . , n}.

On remarque que les valeurs de la fonction sont les mêmes nombres lus dans un ordre différent.
Par exemple, la permutation

{1, 2, 3, 4, 5} −→ {1, 2, 3, 4, 5}
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définie par
1 7→ 3, 2 7→ 5, 3 7→ 2, 4 7→ 4, 5 7→ 1

est notée par (
1 2 3 4 5
3 5 2 4 1

)
.

Les “ nombres lus dans un ordre différent ” apparaissent sur la deuxième ligne du tableau représen-
tant la permutation.

Une permutation f est appelée un serpent si f(1) < f(2) > f(3) < f(4) > · · · . Par exemple la
permutation des nombres {1, . . . , 5} ci-dessus est un serpent. Mais(

1 2 3 4 5
3 4 5 2 1

)
et

(
1 2 3 4 5
5 2 3 4 1

)
.

ne le sont pas. On se propose de trouver le nombre de serpents de longueur 12.

5. L’empilement

On dispose d’un nombre infini de planchettes en bois (parallélépipèdes rectangulaires) ayant toutes
les mêmes dimensions ; on supposera que la longueur vaut un (décimètre), L = 1. La largeur et
l’épaisseur ne joueront aucun rôle par la suite.

Pour chaque nombre naturel n, on réalise des empilements formés de n+ 1 planchettes, P0, P1,
. . . , Pn. Chaque planchette Pk dépasse l’extrémité droite de Pk−1, la planchette précédente, de xk
(décimètres). Voir Fig. 1.

0 1 s

x2

Figure 1: Un empilement avec quatre planchettes, c’est-à-dire pour n = 3.

On veut savoir si les différentes valeurs possibles de s = sn (voir Fig. 1), quand n varie en
considérant tous les empilements possibles, sont bornées supérieurement ?

La question porte sur tout nombre de planchettes et sur tout empilement réalisé avec ce nombre
de planchettes.

6− ε. Suites arithmétiques

Soit α > 0. On considère la suite arithmétique (nα)n≥0. On veut comprendre l’évolution des
parties fractionnaires de ses termes, c’est-à-dire on pose, pour tout n > 0,

xn = {nα}.

Que peut-on dire des images de cette suite ? Représentent-elles un ensemble fini ou infini ? S’il est
infini, est-il dense dans [0, 1] ?
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6. Les puissances de 2

On considère la suite an = 2an−1 avec a0 = 1. Montrer que pour tout entier M = dr . . . d1d0 (avec
dj , 0 ≤ j ≤ r, ses chiffres en écriture décimales), il existe un terme de la suite qui commence avec
tous les chiffres de M .

Par exemple, si M = 102, alors a10 = 210 = 1024.

7. Périmètre et aire

Est-il possible de construire une forme géométrique au périmètre infini et à l’aire finie ? Pourrait-on,
à partir d’une figure, transformer ses côtés de manière à augmenter son périmètre sans augmenter
son aire (voire sans la modifier) ?

8. La série
∑
n>0

1
n2

On se propose de comprendre le comportement de la suite (xn)n>0 définie par

xn = 1
12 + 1

22 + 1
32 + · · ·+ 1

n2 .

On veut montrer d’abord que cette suite converge et, par la suite, calculer explicitement sa limite.

Par définition, ∑
n>0

1
n2 = lim

n→+∞

(
1 + 1

22 + 1
32 + · · ·+ 1

n2

)
.

Quelques suggestions

1) Étudier la monotonie et montrer que (xn)n est bornée.
2) Pour le calcul explicite de la limite :
• Montrer que pour tout n ∈ N on a (cosα+ i sinα)n = cos(nα) + i sin(nα).
• Utiliser le binôme de Newton et les nombres complexes pour en déduire l’identité

sin(nα) =
∑
k≥0

(−1)k
(

n

2k + 1

)
sin2k+1 α cosn−2k−1 α

= sinn α
∑
k≥0

(−1)k
(

n

2k + 1

)
cotann−2k−1 α.

• Pour n = 2m+ 1, en déduire que les racines de l’équation(
2m+ 1

1

)
xm −

(
2m+ 1

3

)
xm−1 +

(
2m+ 1

5

)
xm−2 − · · · = 0

sont

cotan2 π

2m+ 1 , cotan2 2π
2m+ 1 , cotan2 3π

2m+ 1 , . . . , cotan2 mπ

2m+ 1 .
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• En utilisant la relation entre la somme des racines et les coefficients d’un polynôme, obtenir
la somme ci-dessous.

cotan2 π

2m+ 1 + cotan2 2π
2m+ 1 + cotan2 3π

2m+ 1 + · · ·+ cotan2 mπ

2m+ 1 = . . .

De plus, comme sec2 α = 1 + cotan2 α, où secα = 1/ sinα, on a

sec2 π

2m+ 1 + sec2 2π
2m+ 1 + sec2 3π

2m+ 1 + · · ·+ sec2 mπ

2m+ 1 = . . .

• Justifier l’inégalité sin x < x < tan x pour tout 0 < x < π
2 et conclure.
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