Corrigé du sujet destiné aux candidats des séries S et Si

Exercice 1:

Le graphe cdessous donne I'évolution des répartitions a pditine répartition quelconque

1,111,111 3l 7

21111115111 4’ 671

31,111 — | 52

Question 1

4,2,1

3,3,1

I

En partant de la répartition (7), en trois manipats on obtient la répartition (4,2,1).
Puis quatre manipulations redonnent a nouveaul{e? ainsi de suite.

Comme 2007 =501 x 4 + 3, aprés 2007 manipulatiomsura encore la répartitibn (4,2,1)

Questions 2 et 3
On raisonne de méme qu’en question 1, mais en gamsaire et en tenant compte du fait qu'au bout de
guelgues manipulations on rentre dans le cyclegdatre répartitions en vert sur le graphique, etpar ailleurs
2007 manipulations reviennent en général a 3 métipns. Pour chacune des quatre répartitions dledgn
vert), on peut déterminer quelles répartitionsiatés permettent d'y aboutir en 2007 (c*égdire en 3)
manipulations. Il suffit donc de remonter de tiitéshes. On obtient donc le résultat suivant

22111

4,1,1,1

2,221

Les répartitions initiales suivantes... aboutissent en 2007 manipulations a
7 2,1,1,111) 3,31 (4,3 (4,2,1)
(6,1) (3,1,1,1,1) (3,2,2) (3,3,1)
(5,2 (3,2,11) (2,2,14,1,1) (2,2,2,1) (3,2,2)
42,1 5,11 (4111 (11,11,11,1) (3,2,1,1)

Ainsi pour la question 2 :

Les répartitions initiales suivantes...

aboutissent en 2007 manipulations a

(7 (2,4,1,11,1) (3,3,1) (4,3)

(4,2,1)

Et pour la question 3, seule la répartition fifg@g8,1) pouvait faire hésiter Virginie entre treépartitions

initiales.




Exercice 2:

1) De I'égalité m32=8, on déduit (*) : m2=p2+8 donc : p<m<p+3, etp#t ou m=p+2.
Avec m=p+1, (*) est impossible. Avec m=p+2, il vigix1 et m=3.

2) une étude simple de la figure (a partir de gies rectangles isocéles par exemple) permet diétpte :
DC= AB-AD ; MN=AB-2

L'égalité des aires conduit alors a : (AB-(AD-AB)2=8.

On obtient avec 1) : AB=7, AD=6, DC=1.

On peut aussi travailler a partir d'un pavage dwand» triangle obtenu en prolongeant (AD) et (BC).

Exercice 3:

La figure §; est transformée efp par une rotation. En effet, soit M un point quelgoe des puis M, et
M,, les symétriques de M par rapport aux droites (€0OY) ; alors OM = OMet OM = OM. De plus, pour

M distinct de O, I'angle OM,,OM ) est le double de I’angIeQ—X,m) et l'angle (W,OMZ) est le
double de I’angIeO—M , O—Y).
Par conséquent, O\ OM; et I'angle (OM, ,OM, ) est le double de I'angleQX, OY') qui, lui, est

indépendant de M ; la transformation est donc tatian de centre O et d’angle@X ,OY).
L’étude précédente prouve que les droites effapaedaxime avec les canards passent nécessairement
par le point O, centre de rotation transformanen &,. Soit (OX) une droite passant par O, construisames

droite (QY) telle que ZO—X , O—Y) soit 'angle de la rotation. Si est la symétrique de; par rapport a (OX),
alors$s, symétrique de& par rapport a (OY), est bien (preuve : d’aprés le début de I'exerciggest 'image de

g, par la rotation de centre O et d'angld®X ,QY), donc§; est confondue ave®). Ainsi, il y a une infinité
de droites répondant a la question posée. On nedose pas retrouver avec certitude les droites2ea par
Yasmina. Pour trouver le point O, il est sur tolessmédiatrices des segmentsg,pd] ou A; et A, sont deux
points homologues s, etd,. Il suffit de tracer deux telles médiatrices séearmentre elles.

Pour le dessin 3, I'axe de symétrie entret &, passe par.kt |y, centres des rotations transformant
end, et§; ends. Ces deux centres sont distincts, cet axe de sgnest parfaitement déterminé ; les deux autres
axes se trouvent de fagon analogue. Cette fojsailinicité, on peut donc affirmer que ce sontliestes tracées
par Yasmina.

Exercice 4:

Premiére question

» Condition sur la hauteur :

E

La hauteur d’un triangle équilatéral de coté 8,4esnn7><8, 4 cm.

3

La hauteur totale de la pyramide composéan liignes est 4,2 +{1) X 7X8, 4+42

soit|8,4+ (n— 1)x 4, x4/ 3 (en cm).

La hauteur de la pyramide dépasse 100 cm ddpd+ (N — 1)x 4, 2<\/_3> 10( ce qui équivaut a
91,6

4,2x+/3

Commen est un entier naturel on obtient la condi.

n>1+



e Condition sur le nombre de bouteilles

Soitn le nombre de lignes de la premiére pyramide, tabre de bouteilles est alors
1+2+ 3+ ...+n :M.

Sachant que Célestin a empilé moins de 300 bagedin obtient
M < 300 qui équivaut an* + n—600< 0.

Le trindme X* + X — 600 admet deux racineg5 et 24.
Commen est un entier naturel on obtient la condi.

Ona ainsi.

e Condition sur la création de deux nouvelles pyramids de méme taille

Il faut pouvoir diviser la pyramide en deux pyrassdle méme forme (ddignes chacune), donc il faut pouvoir

n(n+l) kk+1) kk+1 n(n+1

(n+1) = ( 5 )+ (k2 ), soit %= k(k +1)| ou encoren(n+1) = 2k (k + 1).
Les entierk etk+1 sont consécutifs donc un des deux est pair, leyirk(k+1) est donc divisible par 2 et par
conséquentiZk+1) est divisible par 4.
Les entiersy etn+1 sont eux aussi consécutifs donc un seul des estpair et nécessairement divisible par 4
puisque leur produit I'est.

écrire:

Commel4< n< 23, sin est divisible par 4 alonsest égale a 16 ou 20,81 est divisible par 4 alorsest
égala 15 ou 19.

Il y adonc quatre valeurs den & examiner: 15, 16, 19 et 2.

Premiére méthode

n(n+1)
2

SoitN = le nombre total de bouteilles.

Pour chaque valeur possiblemdonc deN, le probléme revient a trouver les entiers nasucedventuelles

n(n+1)

solutions de I’équationT =Kk(k+1), clest a direN =Kk(k +1) ou encorek?2+k —N =0.

Le discriminantA =1+ 4N est strictement positif, 'équatiok’ + Xx— N = 0 admet donc deux solutions
~1+J/A -1-JA
> >0 et <0.

Condition nécessaire : le discriminait=1+ 4N doit étre le carré d’un entier.

n 15 |16 |19 |20 841 = 292

s o _ . o
Nombre de bouteileN | 120136/ 190! 210] L 'éduation X2+ X 210= (0 admet deux solutions entiéres :

—15 et 14 ok est un naturel doric= 14,n = 20 etN = 21Q

A=1+4N 481[545| 761|841




Deuxiéme méthode

n(n+1
A l'aide de la décomposition en facteurs premisggarder si% peut s’écrire comme le produit de deux
entiers consécutifigk+1). 15 16 19 20
. n(n+1)
Nombre de bOUtEI"ESZ— 120 136 190 210
Déecomposition en facteurs premiess® x 3x 13| 23 x17|2%X5%X19[2X3X5X7

L'unigue solution est pour
n = 20, le nombre de bouteilles é5t0= 14X 15 donck = 14

La grande pyramide est formée de 210 bouteilles (qui est bieun nombre inférieur & 300)
empilées sur 20 lignes.
Célestin construit ensuite deux pyramides de 105 bouteilles eitfes sur 14 lignes.

Deuxiéme question

La hauteur des deux nouvelles pyramidesBed+ (kK — 1)x 4, 2/ Zaveck =14.
Soit environ 103 cm.

lLa pyramide obtenue ne remplit donc pas les conditions imposées garchef]




