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1. Théme abordé

Problématique, situation d’accroche

Le graphique ci-dessus représente la TFD d’un signal audio donné par un logiciel. On y fait un
traitement numérique audio d’'égalisation (courbe numérotée 1-2-3-4-5) qui consiste a amplifier ou
atténuer avec précision certaines fréquences contenues dans le signal audio (enveloppe en arriére
plan donnée par une TFD).

Cette représentation du spectre d’amplitude est utilisée par les analyseurs de spectre qui réalise une
TFD (c’est le cas pour les appareils utilisés en physique. Connaitre les propriétés de la TFD permet de
mieux interpréter des choix de paramétrage des appareils, choix associés a l'interprétation de la
visualisation obtenue par TFD).

2. Objectifs pédagogiques

2.1. Disciplines impliquées
Mathématiques et Physique

2.2. Prérequis

Mathématiques
Echantillonnage, calcul d'une TFD, modélisation du signal

Savoir utiliser : le symbole X et sa manipulation, la définition de la transformée de Fourier discréte a
l'aide du symbole Z.

Physique (prérequis de 1ére année du BTS SN)

Connaitre les propriétés du signal sinusoidal. Savoir utiliser la représentation fréquentielle d’un signal
(spectre d’amplitude). Savoir faire la représentation fréquentielle d’un signal périodique (positionner

correctement les fréquences) .Connaitre le fonctionnement d’un échantillonneur bloqueur. Connaitre
le théoreme de Shannon. Savoir placer le repliement spectral lié au fonctionnement d’un
échantillonneur bloqueur.
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2.3. Capacités et compétences

Mathématiques
Calculer, Savoir extraire une information.

Physique

Faire le lien entre la représentation du spectre de module d’'une TFD utilisé en mathématique avec le
spectre d’amplitude utilisé en physique.

Connaitre le réle du nombre de points utilisés dans la TFD et savoir utiliser le spectre de raies avec ces
incertitudes pour la lecture des fréquences.

3. Outils
Un logiciel de calcul formel.
Le logiciel « TFD_traitement_du_signaljar » libre et gratuit joint.

4. Contenude lafiche

On étudie dans cette fiche les propriétés de la TFD d’un signal sinusoidal en lien avec la physique.

l. Quverture et prise en main du logiciel

Cliquer sur le logiciel « TFD_Traitement_du_signal.jar »
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Le signal traité est un signal sinusoidal

ue(t) =0,8sin(2zt) (en physique, on noterait le signal

ue(t) =0,8sin(2x -1t) ), il apparait en rouge. Ses parameétres sont réglés dans la fenétre ci-dessous.

continu
sinus1

sinus2
sinus3
sinus4
sinus5

f1 (Hz):
f2 (Hz):
f3 (Hz):
f4 (Hz):
5 (Hz):

(=19

Ao: |0
1 At |08 phit: [0
2 Az2: |0 phiz: [0
3 A3: |0 phi3: |0
4 A4: |0 phid: |0
5 As: |0 phis: |0

=»Valider par la touche entrée chaque valeur

1) Caractéristiques du signal sinusoidal (Physique 1
a) Donner la valeur de son amplitude A.
b) Donner la valeur de sa fréquence f.
c) Donner la valeur de sa phase a 'origine ©.

2) Echantillonnage

Réglages

Etude de la TFD

FFT

Fe {(Hz):

nb échantillons pet

Fatyde de la TFD:

artir de n=:G |

| ——

année)

Choix des signaux
observés

(Valider par la touche entrée)

Le signal est échantillonné a la fréguence Fe, ce sighal noté ue(n) est représenté par des

valeurs discrétes représentées par des points.

(En appuyant sur le bouton « ue(n) liés », une courbe en vert relie ces points)

a) Calculer la période d’échantillonnage Te.

b) Calculer dans un tableau les valeurs des 10 échantillons a partir de I'échantillon n=6.

Alternative : Cette partie peut-étre faite rapidement en utilisant une lecture directe des

valeurs sur le graphique.

Relever les valeurs des 10 échantillons a partir de I'échantillon n=6 (passer la souris sur les

points).

£

n=11 uein)= 0.47022820183397784
=115

/

R E—

o 12 14 \15 18 /20 22
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3) Spectre d’amplitude du signal numérique ue(n) (Physique).
Réglages conservés

a) Préciser les fréquences associées aux raies non nulles (passer la souris sur les points).

Donner leur amplitude.
Amplitude physique

k= 1. 2/NJUB(KI= 03 o
Ueik)l= 40 < Module en mathématiques

=1.0Hz

Fréquence

b) Préciser en le justifiant (théoréme de Shannon) la (les) raie(s) utilisable(s) pour un

traitement du signal.
4) Spectre d’amplitude du signal numérique ue(n) en utilisantla TFD (Mathématiques).

Réglages conservés (TFD sur 10 points a partir de I’échantillon n°6)

n . n
ue(n) =ue (ﬂ +0, 6) =0,8sin (277 (ﬂ +0, GD ou 0,6s représente le début de I'intervalle

de calcul de la TFD.

10-1 L2

_j2m

a) Calculer, pour une valeur de k entre Oet 9, Ue,;(K) = 2 ue(n)W,5" avec W, =e 10
n=0

b) Déterminer avec un logiciel de calcul formel les autres valeurs de Ug,, (K) .

c) Calculer |Ue10 (k)|pour kvariant de 0 9.

d) vérifier a laide du spectre d’amplitude les valeurs trouvées (passer la souris sur les

points).

L k=1 2IN|Uek= 0.8 . i ]
Uei=40 < Amplitude |Ue;o(k)| mathématiques
=1.0Hz

|
2 rang k



5)

6)
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Déterminer les liens entre le spectre d’'amplitudes d’un signal numérique donné parla TFD et
le spectre d’amplitude d’un signal numérigque utilisé en physique.

FFT Fe {(Hz): 10.04
nb échantillons pour'étude de la TFD: |40
nb points TFartir de n=g |
a) Faire varier le nombre de points N de la TFD de 10 a 30 (par exemple 10-11-15-20-24-25-
28-30)(Valider par la touche entrée).
- Donner la plage de fréquence associée a chaque valeur N+1 pour les spectres

d’amplitude obtenus.
- Entre deux points successifs quel est le pas fréquentiel ?

b) A-t-on plus de précision sur le contenu fréquentiel (la présence ou non d’une ou plusieurs
raies) lorsque I'on augmente N ? Comment doit-étre le pas fréquentiel pour obtenir un
spectre d’‘amplitude qui correspond a la définition de physique ?

Etude pour une valeur de N grande.
C’est le paramétrage que I’on trouvera pour un analyseur de spectre professionnel utilisant
la technique de la TFD.

Fe (Hz):

10.0
I

(Valider par la touche entrée)

Reglages nh échantillons pour I'étude de la Tl @
nb points TAD(E1024 |~ Bpartir dg

Un analyseur de spectre professionnel utilisera I'algorithme FFT (Fast Fourier Transform)
pour calculer la TFD. Dans ce cas N est toujours une puissance de 2.

=0

a) Que peut-on dire du nombre de raies observées dans le spectre d’amplitude ?
b) Peut-on néanmoins interpréter le spectre d’amplitude du signal numérique ? Pourquoi ?
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Notions : |la notion d’échantillon, la représentation graphique de la décomposition
fréquentielle parla TFD.

Activité de I'étudiant : I'étudiant est amené a tracer et analyser un graphique. Il fait le lien
entre la représentation de la TFD en mathématique et celle utilisée en physique.

Considérations didactiques : les étudiants peuvent étre bloqués sur l'application de la
formule générale du cours a un cas particulier. La conduite des calculs est technique et peut
s’avérer difficilement accessible.

Points méthodologiques : des coups de pouce doivent étre anticipés.

Correction partielle

1) Etudedela TFD

1) Caractéristiques du signal sinusoidal (Physique)

a)

A=08

b) f=1Hz

c)

9=0rad

2) Echantillonnage

a) Te=1Hz

b) Pour I'échantillon n°6 on pose n=0
n 0 1 2 3 4 |5 6 7 8 9
ue(n) | -0,4702 | -0,7608 | -0,7608 | -0,4702 | 0 | 0,4702 | 0,7608 | 0,7608 | 0,4702 | O

3) Spectre d’amplitude du signal numérique ue(n) (Physique).

a)

b)

1¢ raie, f=1Hz avec une amplitude de 0,8
2° raie f=9Hz avec une amplitude de 0,8

Le théoreme de Shannon précise que pour une fréquence d’échantillonnage de 10Hz le
spectre de fréquence utilisable pour analyser le signal est compris entre 0 et 5Hz. Il n’y a
donc qu’une seule raie utilisable, celle associé a la fréquence de 1Hz et d’amplitude 0,8.

Il faut noter que I'amplitude donnée correspond bien a I'amplitude de la sinusoide (mais
ce n’est pas toujours le cas voir ci-dessous 11) b)).
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4) Spectre d’amplitude du signal numérique ue(n) en utilisantla TFD (Mathématiques).
a) Calcul deUe,(4)
10-1 A
UelO (4) = Zue(n)-vvlon
n=0
Ue,, (4) = ue(0) + ue() W, +ue(2) W, +ue(A)W.,.* +ue(4) W’ +ue(S)W,.° +ue(B)W.>* + ue(7)W,>°
+Ue(B)W, + ue(9)W b
avecW,;" = e "
n 0 1 2 3 4
W J% 1| =-0,8090+0,5878i| =0,3090-0,9511i [ =0,3090+0,9511 | =-0,8090-0,5878i
10 =€
5 6 7 8 9
1 =-0,8090+0,5878i | =0,3090-0,9511i| =0,3090+0,9511i| =-0,8090-0,5878i
Rappel
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ue(n) | -0,4702 | -0,7608 | -0,7608 | -0,4702 | O 0,4702 | 0,7608 | 0,7608 | 0,4702 | O
soit
n 0 1 2 3
Ue(n)-ngn -0,4702 | =0,6155-0,4472i =-0,2351+0,7236i | =-0,1453-0,4472i
4 5 6 7 8
0 0,4702 =-0,6155+0,4472i =0,2351-0,7236i| =0,1453+0,4472i
e,(4) = —0,4702 + 0,655 — 0,4472i -0.2351 + 0,72361 — 01453 + 0,4472i
W 0,6%55 + Q44721 + 0,2351 — 0,7236i + 0,1453 — 04472

e, (4) =0,0000

a) Déterminer avec un logiciel de calcul formel les autres valeurs de Ue,, (K) .

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ueyo(k) | O -2,351+3,236i 0 0 0 0 0 0 0 -2,351-3,236i

b) Calculer |Ue10 (k)| pour kvariant de 0 9.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

|Ueso(k)| | O 4,000

o
o
o
o

0 0 0 4,000

c) vérifier a laide du spectre d’amplitude les valeurs trouvées (passer la
points).

souris sur les
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5) Déterminer les liens entre le spectre d’amplitudes d’un signal numérique donné par la TFD et
le spectre d’amplitude d’un signal numérique défini en physique appliquée.

Analysons ces 3 relevés pour N=11, N=15 et N=30

21 M| Ue()] TFD "classigue" M=11points "effet miroir" & Fe/2 = 5.0 Hz
o
L}
"
] 1 1 1 1 1 [ ] K
2 4 g il 10

pas déchantillonnage fréquentiel: 0.9090909090909081Hz  nombre de points M de la transformeae de Fourier: 11 largeur du spectre de frequence représenta: 10.0Hz

21N Uek)] TFO "classique" MN=15points "effet miroir' 4 Fei2 =50 Hz
0
]
] [ 15
] 1 1 1 1 1 1 1 3
2 4 [ 8 10 12 14
pas déct fréquentiel: 0. fz  nomire de points M de la transformée de Fourier 15 largeur du spectre de frequence représenté: 10.0Hz
2N Uecky| TFD "classigue” N=30points "affet miroir" & Fei2=150Hz
i}
]
30
| | | 1 1 | 1 1 1 1 1 1 L 1 k
2 4 g ] 10 12 14 16 18 20 22 24 26 8

pas d'échantillonnage fréquentiel: 0.3333333333333333Hz nombre de points M de |a transfarmée de Fourier: 30 largeur du spectre de frequence représenta: 10.0Hz

a) N+1vautpources 3cas:

- 12 (12 points numéroté de 0a 11)
- 16 (16 points numéroté de 0 a 15)
- 31 (31 points numéroté de 0 a 30)
Le point N+1 est toujours associé a la fréquence d’échantillonnage, ici Fe = 10Hz

Pour :

N=11le pas fréquentiel vaut 10/11 en Hertz

N=15 le pas fréquentiel vaut 10/15 soit 2/3 en Hertz
N=30le pas fréquentiel vaut 10/30 soit 1/3 en Hertz
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b) La précision fréquentielle n’est pas liée a 'augmentation de N, bien au contraire dans les

cas observés. En théorie on ne doit obtenir que deux raies pour la définition de physique.
En pratique on obtient plusieurs raies pour certaines valeurs de N.

La TFD ne donne pas, pour des valeurs faibles, une idée correcte du spectre d’amplitude
tel qu’il est défini en physique.

Lorsque la fréquence du signal sinusoidal f=1Hz est un multiple du pas fréquentiel de la
TFD on obtient un spectre d’amplitude donné par la TFD qui correspond a celui défini en
physique.

6) Etude pour une valeur de N grande.

2IM ek TFD"clagsigue”  M=1024points “effet miroir' 4 Fef2 = 5.0 Hz
1]

1024
L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L k

an 100 140 200 250 300 3a0 400 440 a00 aa0 600 640 ron 7a0 ann gan 400 940 1000
pas d'échantillonnage fréguentiel: 0.008785825Hz  nornbre de points M de la transformée de Fourier: 1024 largeur du spectre de frequence représenté: 10.0Hz

a) Lenombre de raies observé est élevé.

b) Les raies se concentrent autour des deux fréquences 0,996Hz et 9,004Hz. On peut
interpréter le spectre d’amplitude.
Le spectre d’amplitude est associé a un signal sinusoidal de fréquence 1Hz. On
remarquera par contre que I'amplitude maximum ne vaut pas 0,8 parce que la
fréquence n’est pas précisément égale a 1Hz mais elle est égale a 0,996Hz.

On comprend l'intérét d’adapter le paramétre « nombre de points » au signal observé
avec les analyseurs de spectre professionnel fonctionnant sur le principe de la TFD.



