Dynamique dans un référentiel non galiléen


Accélération de Coriolis





La lecture de ces pages est difficile, mais le niveau de mathématique requis ne dépasse pas 


celui de la classe terminale, en principe.





Pour des raisons typographiques, dues aux navigateurs, les vecteurs sont en caractères gras, 


Par exception : dans toute la page (, désigne la norme du vecteur ( .





Il n'existe pas de lois particulières aux référentiels non galiléens : seules les lois de Newton 


sont applicables, dans un référentiel d'inertie (galiléen). On déduit les équations 


différentielles du mouvement en partant d'un référentiel inertiel, puis on effectue un 


changement de repère :





Les lois sont les rapports nécessaires qui résultent de la nature des choses


(Montesquieu , de l'Esprit des Lois).
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Changements de repère & dérivation :





Vitesses :





Soient deux repères R = (Oxyz) et R’ = (O’x’y’z’) orthonormés.


R est le repère « fixe » , on le suppose tel , c’est à dire que ce repère est  supposé galiléen avec une bonne approximation.


R’ est le repère « mobile » , il se déplace de façon quelconque par rapport à R





M est un point mobile dont le mouvement est étudié à la fois par rapport à R et par rapport à R’.





dans R on a : OM = x.i + y.j + z.k    (1)


dans R’ : O’M = x’.i’ + y’. j’ + z’.k’ (2)





La vitesse de M dans R est :    VM = dx/dt . i + dy/dt . j + dz / dt . k


La vitesse de M dans R’ est :   V’M = dx’/dt . i’ + dy’/dt . j’ + dz’ / dt . k’





Nous avons aussi l’égalité vectorielle : OM = OO’ + O’M





Dans le référentiel galiléen R :


[ d OM/dt ]R = d OO’/dt + d O’M/dt





En utilisant les coordonnées de O’M dans R’ (équation (2) ) :


[ d OM/dt ]R = d OO’/dt + d x’/dt . i’ + d y’/dt . j’ + d z’/dt . j’ + 


x’.di’/dt  + y’.dj’/dt + z’.dk’/dt


En effet les vecteurs unitaires i’ j’ k’ ne sont pas des vecteurs constants dans R.





[ d OM/dt ]R est la vitesse du point M dans R ; soit VM/R


d OO’/dt est la vitesse de O’ dans R ; soit VO’/R


d x’/dt . i’ + d y’/dt . j’ + d z’/dt . j’ est la vitesse de M par rapport à R’





Le dernier terme , c’est à dite le vecteur T = x’.di’/dt  + y’.dj’/dt + z’.dk’/dt  , doit être interprété :


Comme les vecteurs i’ , j’ , k’ sont unitaires , leur norme est constante :





En dérivant le produit scalaire i.i = 1 , il vient :


di/dt . i + i . di/dt =0 , ce qui montre que i et di/dt sont orthogonaux.





Il s’ensuit que i , j , k et leurs  vecteurs dérivés , sont respectivement othogonaux : di’/dt est perpendiculaire à i’ , et de même pour j’ et k’. On peut donc exprimer i’ en fonction de j’ et k’ en introduisant deux coefficients a et b :


di’/dt = a. j’ - b.k’  (E1) et de même 


dj’/dt = c. j’ - d.k’  (E2)


di’/dt = e. j’ - f.k’   (E3)


Le signe - est utilisé pour simplifier le résultat final.





Comme i’ j’ et k’ sont othogonaux deux à deux , on a de plus :


i’. j’ = 0  (produit scalaire) qui donne en dérivant : di’/dt . j’ + dj’/dt . i’ =0  (3)


j’. k’ = 0  (produit scalaire) qui donne en dérivant : dj’/dt . k’ + dk’/dt . j’ =0 (4)


k’. i’ = 0  (produit scalaire) qui donne en dérivant : dk’/dt . i’ + di’/dt . k’ =0 (5)





En utilisant les développements précédents ; on trouve :


-d + a = 0        soit a = d


- f + c = 0       soit f = c


- b + e = 0       soit b = c








Le vecteur T = x’.di’/dt  + y’.dj’/dt + z’.dk’/dt s’écrit donc :


T = x’.a.j’ - x’.b.k’ + y’.c.k’ - y’.a.i’ + z’.b.i’ - z’.c.j’


les composantes de T sont :


b.z’ - a.y’      selon x’


a.x’ - c.z’      selon y’


c.y’ - b.x’      selon z’





On reconnaît les expressions d’un produit vectoriel , entre un vecteur ( (c,b,a) et O’M :


T = ( ( O’M





L’expression de la vitesse est donc :





[ d OM/dt ]R = d OO’/dt  + VM/R’ + ( ( O’M (5)





Interprétation du vecteur rotation  ( :





Le vecteur (  est le vecteur rotation (instantané) de R’ par rapport à R , instantané signifie seulement que ces composantes c , b , a peuvent être des fonctions du temps.





Pour mieux comprendre le vecteur rotation appliquons sa définition à un problème simple (qui est d’ailleurs le problème du pendule de Foucault qui nous interesse ici).





Soient toujours R (Oxyz) « fixe » , et R’ (O,x’y’z’) « mobile » , les origines O et O’ sont confondues. On suppose que R’ est en rotation par rapport à R , l’axe des z’ restant parallèle à l’axe des z (k’ parallèle à k), d’un mouvement uniforme de vitesse angulaire ( = 2.(/ T





les expressions E1 , E2 ,E3 conduisent à :


	dk’/dt = b . i’ - c . j’   (E3)  =======>  b=0 et c =0 puisque k’ est constant.


D’où :


di’/dt = a. j’


dj’/dt =  - a.i’





de plus i’ = cos((.t).i+ sin((.t).j   et        j’ = - sin((.t).i +  cos((.t).j





en dérivant : di’/dt = - (.sin((.t).i +  (.cos((.t).j = ( . j’





d’ou a = ( , et les composantes de ( sont


 ( (0,0,()


Le vecteur rotation de la Terre , dans le référentiel géocentrique est parallèle à la ligne des pôles (et il « sort » par le pôle Nord !)





Accélération :





L’accélération a du mouvement (ne pas confondre avec le coefficient a ci dessus dont nous n’aurons plus besoin !) est :


a = [ d² OM/dt² ]R = [ dVM/dt ]R 





L’indice R , indique une dérivation dans R , qui n’est pas équivalente à une dérivation dans R’ ; en effet comme : VM/R’ = [ d O’M/dt ]R’





[ d OM/dt ]R = d OO’/dt  + [ d O’M/dt ]R’ + ( ( O’M (5)





Pour une grandeur vectorielle quelconque U , le même raisonnement donnerait :





[ d U/dt ]R =  [ d U/dt ]R’ + ( ( U         (6)








On peut donc calculer:


 a= [ dVM/dt ]R = [ d ( d OO’/dt  + VM/R’ + ( ( O’M) / dt ]R





a= d²OO’/dt² + [dVM/R’/dt ]R’ + ( ( VM/R’  + (d(/dt)  ( O’M +


  ( ( [(dO’M/dt)R’ +  ( ( O’M ]





a =  [dVM/R’/dt ]R’ + d²OO’/dt² + (d(/dt)  ( O’M +  ( ( (  ( ( O’M ) + 2. ( ( VM/R’





Avec : 


[dVM/R’/dt ]R’ qui est l’accélération de M telle quelle est vue dans R’ (accélération relative)


d²OO’/dt²  qui est l’accélération de O’ par rapport à O , qui forme avec  (d(/dt)  ( O’M +  ( ( (  ( ( O’M ) l’accélération d’entraînement .


Le terme  ac = 2 . ( ( VM/R’ est l’accélération complémentaire de Coriolis :


ac =  2. ( ( VM/R’








Application à l’étude de la dynamique du pendule de Foucault :





Le repère R est un repère géocentrique (O est le centre de la Terre) , O’ un point de la surface (par exemple ici à Nantes), le repère R’ est lié à la Terre.


Il s’ensuit que le vecteur ( est celui calculé plus haut.


Comme la rotation est uniforme , d(/dt est nulle


Le terme d²OO’/dt² vaut (².RT. cos(()   (c’est l’accélération normale dans la base de Frenet)





Le terme ( ( (  ( ( O’M ) , avec une amplitude O’M des oscillations de l’ordre du mètre , a une norme au plus égale à (² , il est donc négligeable par rapport à  (².RT. cos(() , tant que la latitude ( n’est pas trop petite , ce qui est bien le cas ici.


Par contre le terme complémentaire de Coriolis  ac =  2. ( ( VM/R’  ne doit pas être négligé car les vitesses sont de l’ordre du mètre par seconde , et toujours pour ( pas trop petite, ce terme est grand par rapport aux termes en  (² .        





Il reste :


a (absolue)=  aR’ (relative) + d²OO’/dt² + 2. ( ( VM/R’





Bilan des forces :


Dans le repère R ; les forces appliquées au pendule sont


-  le poids P 


- la tension du fil T





Le théorème du centre d’inertie dans R, (on ne peut pas l’appliquer dans R’, non galiléen) donne :


P + T = m .a = m . aR’ + m.d²OO’/dt² + 2.m . ( ( VM/R’





On se limite aux petites oscillations, et on utilise un repère R’ de centre O’ confondu avec la position d’équilibre du pendule, les axes O’x’ et O’y’ sont dans un plan horizontal, O’z’ est la verticale locale.


Dans ce cas des petites oscillations, le centre d’inertie du pendule reste sensiblement dans le plan O’x’y’ (pas de mouvement selon O’z’).





Pour une élongation angulaire ( :


T.cos (() = m.g


T.sin (() = m.a


La norme F de P + T vaut F = m.g. tan (() et comme ( est petit :


F = m.g.(


On a de plus ( = r / L d’où F = m.(g/L).r


Sur les axes O’x’ et O’y’ :


Fx = - m.(g/L).x’


Fy = - m.(g/L).y’


soit  avec (o² = g/L


aR’ + d²OO’/dt² + 2. ( ( VM/R’  = (o² .O’M / r 





On a déjà vu que d²OO’/dt² = (².RT. cos(() ( 0,024 m/s², on peut donc inclure cette accélération (qui est constante) dans le terme g , en posant pour simplifier l’écriture 


aR’  = a  et  VM/R’  = V  (dans R’) :





m.a   = F   - 2.m. ( ( V





Expression à projeter sur les axes x’ et y’ :


Sur O’x’ : ( ( V vaut : - (.sin(().vy = - (.sin(().dy’/dt


Sur O’y’ : ( ( V vaut : + (.cos(().vx  = + (.cos(().dx’/dt





On à donc les deux équations différentielles :


	d²x’/dt² - (.sin(().dy’/dt + (o².x’ =0


	d²y’/dt² + (.sin(().dx’/dt + (o².y’ =0





Résolution des équations du mouvement :





en posant u =  x’+i.y’ (i² = -1 ; i = racine carrée de -1 )





	d²u/dt² - (.sin(() .du/dt + (o².u =0


Dans la suite on posera pour simplifier l’écriture ( = (.sin(()





On cherche u de la forme u = K.e (.t


( est solution de l’équation :  (² + 2.i.(.( + (o² = 0 


Ce qui donne deux solutions :


(1 = i.[( + ( ((o²-(²) ] ( i . (( + (o) car (o >> (


(2 = i.[( - ( ((o²-(²) ] ( i . (( - (o)





La solution générale est une combinaison linéaire des deux possibilités :





u = x’ + i.y’ = ei ( t [A.ei.(o. t +B.e-i..(o. t ]     (7)





On détermine A et B à l’aide des conditions initiales :


à t =0 ; v =0   ====> ( (A + B) = (o (B - A)  ======>  A/B = ((o-() / ((o + ()


à t= 0 ; x’ =Xo et y’ =0    ====>  A+B = Xo


Finalement on trouve : 


A = ½ .((o-().Xo/ (o  


B = ½ .((o+().Xo/ (o


avec 


x’ = A. cos [((o + (‘).t] + B. cos [((o - (‘).t]


y’ = A. sin [((o + (‘).t] - B. sin [((o - (‘).t]





Remarque :


Si (’ =0  alors A = B


* x’ = Xo.cos ((o.t)


* y’ = 0


On retrouve le pendule simple qui oscille dans un plan fixe.





Le pendule du lycée :


Avec notre pendule (o = 0.785 rad/s et ( = 5.4 10-5 rad/s à Nantes,


( reste petit par rapport à (o et les coefficients A et B sont voisins d’où (7) donne :





u = x’ + i.y’ = A.ei(‘t [ei.(o.t +e-i.(o.t ]     (8)


u = x’ + i.y’ = 2.A.ei(‘t cos((o.t)





La partie réelle :             x’ = 2.A.cos((.t).cos ((o.t)


La partie imaginaire:      y’ = 2.A.sin((.t).cos ((o.t)





Comme ( est petit devant (o , on a un mouvement sinusoïdal de pulsation (o , (celui d’un pendule simple) , le long d’un axe qui tourne dans le plan O’x’,O’y’ avec une pulsation ( . Le plan d’oscillation du pendule tourne donc avec la période


 T = (/(2.() = To/sin (() , ce qu’il fallait démontrer !





La trajectoire de G est elliptique :


Le point M décrit une ellipse dont le grand axe tourne à la vitesse angulaire (


On peut calculer le rapport petit axe / grand axe de l’ellipse :





La norme de O’M vaut a chaque instant O’M = (u.u*)1/2 


soit O’M² = A² + B² + 2.A.B.cos(2.(o.t)





Dont le maximum est O’M²max = A² + B² +2.A.B = (A + B)² = Xo²


et le minimum est  O’M²min = A² + B -2.A.B = (A-B)² = ((/(0)².Xo²





Finalement le rapport  petit axe / grand axe de l’ellipse; qui vaut aussi :


O’M min/ O’M max = ( / (o


Avec notre pendule (o = 0.785 rad/s et ( = 5.4 10-5 rad/s à Nantes





Si typiquement  Xo = grand axe de l’ellipse = 1,3 m , on trouve : petit axe = 0,09 mm


Cette valeur est inobservable, si des ellipses sont décrites par le stylet du pendule cela ne peut être dû qu’à un défaut de lancement.


