OLYMPIADES ACADEMIQUES DE MATHEMATIQUES

NANTES — SESSION 2010

SUJET DESTINE AUX CANDIDATS DES SERIES NON SCIENTIRQUES

L’épreuve est d'une durée de 4 heures
Les calculatrices, ainsi que tous les instrumeatgé@métrie et les crayons de couleur sont ausorisé

Lors de I'examen des copies, toute ébauche de démaera valorisée, méme s'il s'agit d'une démarche
ne pouvant aboutir.

Le palmares académique sera établi en fonctioa geelstation du candidat dans les quatre exercices.

Le palmares national tiendra prioritairement comfteis non exclusivement) de la prestation du
candidat dans les deux premiers exercices (ditciees nationaux).
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Exercice 1 (exercice national)

Un architecte cherche a intégrer une rosace phgétiewdans le batiment dont il étudie actuellemestplans. Voici son idée :
la rosace a été tracée a partir du motif ci-dessounstruit a I'aide de deux cercles.

Rosace Motif

1. Dans le motif ci-dessus, quelle est la mesureat®le formé par les tangentes aux cercles ismést

2. a. Montrer que AB = BC.

b. Comment le rayon du plus grand des deux cerobegsme-t-il en fonction du rayon du plus petit diesix cercles ?

c. D’aprés ses plans, I'architecte souhaite ins@@reosace dans un disque de raydé.S
Comment doit-il alors choisir le rayon de chaces dercles du motif ?

3. On suppose que le petit cercle a un diamétre éga¢ainité. Quelle est I'aire de la partie colaiéda rosace ?
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Exercice 2 (exercice national)

On rappelle le critére de divisibilité par 11 d'mombre inférieur a 999 :

« Un nombre inférieur @ 999 est divisible parsi®t seulement si la somme du chiffre des cerga@hdes unités moins le chiffre
des dizaines vaut O ou 11».

Ainsi 759 et 99 sont divisibles par 11 car 7 +®=11et0+9-9=0.
On appellechainonzeune chaine de chiffres telle que tout nombre fodmérois termes consécutifs de la chaine estilieipar

onze.
Par exemple « 75 9 4 » est un chainonze cart/®esont divisibles par 11.

1. Quel chiffre peut-on ajouter droite de la chaine « 75 9 4 » pour la prolonger eohainonze ?

2. Prolonger par la droite le chainonze « 7 5 9én »n chainonze de 12 chiffres.
Peut-on le prolonger ainsi indéfiniment ? Quel sexdars le 2010chiffre ?

On envisage de partir d'une chaine de deux chifite la prolonger par la droite en un chainoazsus long possible.
3. Prolonger par la droite les chaines « 0 9 >x €@ 1 ». Que constatez-vous?

On appellechainonze finiun chainonze qui au bout d’'un nombre fini d’'opénasgine peut plus se prolonger.
On appellechainonze n-périodiquen chainonze infini constitué d'une séquence dkiffres se répétant indéfiniment.

4. On considére la chaine a<b» oua et b sont deux chiffres. On veut savoir si cette chaat prolongeable en un
chainonze de&ois chiffres et, auquel cas, si un tel prolongementiegjue.

a. Etudier le cas particulier aa».
b. Etudierlecap=a-1.

c. Etudier les autres cas.

5. Montrer qu’en prolongeant la chainea & » autant que faire se peut, le chainonze obtsihsod fini, soit 6-périodique.
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Exercice 3 (exercice académique)

a etb sont deux entiers naturels non nuls.
Sur une feuille quadrillée, on représente un regegaABCD de cotéa etb selon les lignes du quadrillage.

Ensuite, on trace la diagonale [AC] de ce rectaaglen note N, b) le nombre de carreaux qu'elle traverse.

Ainsi, N(4, 6) =8

1. Donner les valeurs de N(2, 3), N(2, 4), N(3, 4)3N\g), N(5, 7) et N(8, 12).

2. a.Déterminer N(1b).
b. Que vaut N(2b) lorsqueb est impair ? Et lorsqueest pair ?

c. k étant un entier naturel non nul, trouver une i@ha¢ntre NK, kb et N(1,b).

3. Dans cette question, on suppose %Jest une fraction irréductible, c'est a dire quetb sont premiers entre eux.

a. Déterminer N4, b) en fonction de etb.

b. kétant un entier naturel non nul, exprimek&(kh en fonction de, b etk.

E

Calculer N(1500, 2010).

o

Déterminer N4, b) dans le cas général.
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Exercice 4 (exercice académique)

Deux joueurs disposent chacun d’'un dé a 6 face€ratées de 1 a 6. lIs jettent leur dé ensemblguceonstitueun lancer.
Si les numéros sont égaux, on dit quiafeer est nul sinon, celui qui a sorti le numéro le plus gramatque un point.

La partie s'arréte lorsque I'un des joueurs esvé@m 10 avec au moins deux points d’écart, sifeopartie continue jusqu’a ce
qgu'il y ait deux points d’écart.

Les cing questions peuvent étre traitées indépendannles unes des autres.

1. Jean et Etienne ont fait une partie qui s’est teémisur le score de 14 a 12 en faveur d’Etienne.
a. Jean affirme avoir lancé 20 fois son dé. Qu’en peiwv®uUS ?

b. En fait, chacun a jeté son dé 28 fois. Combiertyl @u de lancers nuls ?
c. Quel était le score de Jean ad"2ancer ?

2. Jean a gagné la partie avec un score de 10 ar6etl&sienne additionnent chacun les numéros quritsobtenus lors
de leurs lancers successifs et Etienne constate @le, malgré sa défaite, la somme de ses nudépasse celle de
Jean.

L'écart entre leurs sommes respectives peutel @22 ?

3. Au cours d'une partie, le score était de 10 a Yameur de Jean. Les lancers suivants ont tous @géagts et
finalement, Etienne I'emporte en moins de 35 lasicer

Sachant que le nombre de lancers nuls représeatéeenent un cinquiéme des lancers, quel est e $cal ?

4. Lors d'une partie, Jean et Etienne ont fait moies3@ lancers. lls constatent que le nombre de faretde score de
chacun sont des nombres premiers.

Montrer que le nombre de lancers nuls est aussbumbre premier et le déterminer.

5. Jean a gagné sur le score de 10 a 6.
En faisant la moyenne des numéros qu'il a sortis $as lancers nuls, Jean trouve 4,25 et aveatests nuls 4,1.
Etienne, quant a lui, trouve 4 sans les lancers &iu8,9 avec les lancers nuls.

Quel a été le nombre de lancers nuls au cours piartee et quelle a été la moyenne des lancersuls
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