OLYMPIADES ACADEMIQUES DE MATHEMATIQUES

NANTES — SESSION 2009

SUJET DESTINE AUX CANDIDATS DES SERIES NON SCIENTIRQUES

L’épreuve est d'une durée de 4 heures
Les calculatrices, ainsi que tous les instrumeatgé@métrie et les crayons de couleur sont ausorisé

Lors de I'examen des copies, toute ébauche de démaera valorisée, méme s'il s'agit d'une démarche
ne pouvant aboutir.
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Exercice 1

Partie A : Questions préliminaires :

On considere trois entiers deux a deux distinctoetpris entre 1 et 9.
1- Quelle est la plus petite valeur possible pour gaimme ?
2- Quelle est la plus grande valeur possible pourdemme ?

Partie B : Les triangles magiques :

On placetous les nombres entiers de 1 a @ns les neuf cases situées sur le pourtour d’'un
triangle, comme indiqué sur la figure ci-dessous.

m

1)) Ng

N3 Ng

Na N5 Ng Nz

Si les sommes des quatre nombres situés sur chaatdes trois c6tés du triangle ont la
méme valeurS, on dit que le triangle estS-magique.
(Cestadiresing+n,+n;+n, = n;+ns+ng+n; =N +nNg+ng+n;, =

On se propose de déterminer toutes les valeursbpessdeS.

1- Compléter le triangle suivant de sorte qu’il s2@-magique, c'est-a-dirsmagique de
sommeS= 20.

1) Ny

N3 Ng

N\

5 Ns Ne 8

2- On considére un trianglemagique et on appellEla somme des nombres placés sur les
trois sommets.
a. Prouverquona45+=3S
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b. En déduire qu'on a 1¥ S<23
c. Donner la liste des coupleS (T) ainsi envisageables.

3- Proposer un triangle 17-magique.

4- Prouver qu'il n’existe pas de triangle 18-magique

5- a. Montrer que dans un triangle 19-magique, 7 esésgairement situé sur un sommet

du triangle.

b. Proposer un triangle 19-magique.

6- Prouver que, s’il existe un triangl&magique, alors il existe aussi un triangle
(40 -5 -magique.

7- Pour quelles valeurs @&existe-t-il au moins un triangl®@magique ?

Exercice 2

On plie une feuille de papier rectangulaire le laligne de ses diagonales ; on coupe les
parties qui ne se recouvrent pas puis on dépfieuide.

On admet gu’ainsi on obtient toujours un losafigette propriété sera démontrée dans la
derniere question de I'exercice).

L’unité de longueur choisie est le centimetre.

1- Construire le losange obtenu a partir d'une feuictangulaire de longuelr= 16 et de
largeurl = 8.

On pourra notec la longueur du cété du losange.
Les questions suivantes sont indépendantes.

2- Dans cette question, la feuille rectangulairelégart a pour longueur 16 et pour largeur 8.
Calculer la longueur du coté du losange.

3- On veut maintenant obtenir un losange de cote a7 partir d'une feuille dont les
dimensions (longueur et largeur) sont des nombriers.
Quelles sont les dimensions possibles pour lddede départ ?

4- A partir d’'une feuille de longuedr, on a obtenu un losange dont l'aire est égale% @8
celle de la feuille de départ.
Exprimer, en fonction dk, la largeul de la feuille de départ.

5- Démontrer le résultat admis initialement, a sagpie la manipulation décrite en début
d'énoncé conduit toujours a un losange.
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Exercice 3

Dans un pays ne circulent que des piecek @ 9; 27et81 euros.
Tous les prix sont des nombres entiers d’euros.

On appellergpaiementtout achat réalisé a l'aide de ces piécesrsaisl de monnaie.
On appellerdransaction tout achat effectué a l'aide de ces pieces aveendu éventuel de
monnaie.

1- De combien de facons différentes peut-on effeaingraiement de 21 € ?

2- Donner une fagon d’effectuer un paiement de 188swWQuelle est celle qui utilise le
moins de piéces ?

3- Montrer que tout paiement peut étre effectué disant des pieces de 81 € et, au plus,
deux pieces de 27 €, deux pieces de 9 €, deuxgitc8 € et deux piéces de 1 €.

4- On dit gu'une personne posséde jan lorsqu’elle possede une et une seule piéce de
chaque valeur.
a. Déterminer tous les paiements qu'une personne @asséun jeu peut

effectuer. Peut-elle effectuer le paiement d'urbbalant 11 euros ?

b. Deux personnes possédant chacune un jeu se rex@onReuvent-elles
réaliser une transaction de 11 euros ?

c. Quel est le montant maximal d'une transaction eo&® deux personnes ?

Montrer gu’elles peuvent réaliser toute transactiont le montant est inférieur
a ce nombre.
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Exercice 4

« Quelques centaines d’opiniatres traversent larfée de long en Diagonales Distances
large, a la pédale et au courage » Ouest-FranceOd@t08 juin
2008. Dunkerque-Menton 1190
Hendaye-Menton 940
] ] i . |Hendaye-Strasbourg 1170
Un diagonaliste est un amateur de vélo qui a Brest-Strasbourg 1080
réussi a joindre deux des six sommets de gest-Menton 1 400
I'hexagone que sont Brest, Dunkerque, Brest-Perpignan 1065
Strasbourg, Menton, Perpignan et Hendaye, Dunkerque-Hendaye 1050
en parcourant uniquement des diagonales.  |pynkerque-Perpignan 1190
Le tableau donne les diagonales et leurs |giashourg-Perpignan 940

distances en km.

Alex et Sam, sportifs et mathématiciens, ont caiitste graphe ci-dessous schématisant les
diagonales reliant les six villes.

Dunkesxrque

Brest

Straszbourg

Menton

Hendaye
Perpignan

Les quatre questions de ce probleme sont indépetetan

1- Peut-on parcourir une fois et une seule toutesdlagonales sans lever le crayon ?
Expliquer.

2- Alex et Sam souhaitent relier Dunkerque a Straghbolst-ce possible directement ?
avec 2 diagonales ? avec 3 ? avec 4 ? avec 5 Bavec

Donner dans chaque cas ou cela est possible, jeh éravisageable (une diagonale ne peut
étre parcourue qu'une seule fois) et sa distan&damnetres.

3- L'été prochain, ils décident de faire une boucledépart de Dunkerque en faisant une
premiére étape a Menton, avec 5 diagonales disinct

Quels sont tous les trajets possibles ? Quel esdjéd le plus court ?

4- Pour embellir le graphe, ils décident de mettsevibles en couleur, de sorte que deux villes
reliées par une diagonale ne soient pas de la ne@mleur. Quel est le nombre minimal de
couleurs ? Reproduire le graphe en colorant léssvivec les couleurs choisies.
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