Theme : Quelques applications des matrices

Partie A Découverte a l'aide de GeoGebra

Les deux questions permettent d'obtenir un contenu équivalent a celui du fichier transformations_et_matrices.ggb.

Partie B Premiéres transformations

Les trois premiéres questions permettent d'obtenir un contenu équivalent a celui du fichier
transformations_et_matrices.ggb.

4) On conjecture que {xy,==—yx
-1 O)

5) OnaM1=(0 1)

!

X
a) Ainsi, puisque (;,) = M; X (y)' en effectuant le produit matriciel, on obtient{

x'=—x . )
r=y La conjecture faite

a la question 4) est donc justifiée.

x
b) La figurel est un ensemble de points de coordonnées (y) Les coordonnées de chaque point sont

!

transformées en (y') qui sont les coordonnées des points de la figure symétrique de la figurel. La

transformation associée a la matrice M; est donc la symétrie d'axe (0y).
6) a) Dans la symétrie d'axe (Ox), I'abscisse des points est invariante donc x’ = x. Par contre I'ordonnée est
transformée en son opposée donc y' = —y. La matrice associée a cette transformation est donc :

M, = ((1) —01)'

b) On écrit M, dans GeoGebra. Elle correspond effectivement a la symétrie d'axe (Ox). Voir le fichier
transformations_et_matrices.ggb.

c) Dans la symétrie de centre O, I'abscisse des points est transformée en son opposée donc x’ = —x. De plus,
I'ordonnée est également transformée en son opposée donc y’' = —y. La matrice associée a cette

M, = (_01 _01).

d) On écrit M5 dans GeoGebra. Elle correspond effectivement a la symétrie de centre 0. Voir le fichier

transformation est donc :

transformations_et_matrices.ggb.

Partie C Autres transformations

1) a) Traduction de la définition de la rotation a I'aide de z et de Z'.

{OM’ :_>0M équivaut a {|Z'| = |zl
(oM;oM') =6 +k2n k €Z g arg(z') —arg(z) = 6 + k2n, k€ Z
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b) Déduction de la relation entre z et z'.

z' = e®z équivaut successivement 3

{lz’l = |eiez|

arg(z') = arg(eiez) + k2n, k€Z
|Z'| = |ei9| X |z|
arg(z') = arg(ew) +arg(z) + k2n, k€Z

{IZ'I =1x|z]
arg(z') =0 +arg(z) + k2n, k€L’

{IZ'I = |z|
arg(z') —arg(z) =0 +k2m, k€L’

Conclusion :
En utilisant le résultat de la question 1)a),ona:

oM’ = OM o
{ equivautaz =e"’z.

(oM:oM') =0+ k2m k €Z

2) En utilisant les formes algébriques z' = x' + iy, e =cosf +isinf etz=x+ iy,ona:
x"+iy' = (cosO +isinf) (x + iy)
En développant,ona:
x'+iy' =xcos@+iycosf+ixsind —ysinf
x'+iy' =xcosf —ysinf +i(ycosf + xsinh)

{x’ = xcosf —ysinf
y' =xsinf + ycos 6

Ce systéme peut s'écrire avec des matrices :
(x’) _ (cos # —sin 9) (x)
y' sinf cos@ /\Y
Donc

(x:) =M, (x) avec M, = (cosH —sin 9).

y y sinf@ cosf@
N _(cosm —sinm (-1 0
3) Danslecasou@—n,onaM4—(Sinn cosn) M4—(0 _1)

On retrouve la matrice de la symétrie centrale. Effectivement la symétrie de centre O est la méme transformation
que la rotation de centre O et d'angle 7.

T . T
cos— —sin-—
N 0 —1
4 Dans | 6==C Mg = 2 2 Mg = :
) a) Dans le cas ou ~»onaMs (sinz cos™ 5 (1 0)
2 2
On écrit dans GeoGebra M_5={{0,-1},{1,0}}

Elle correspond effectivement a la rotation de centre O, d’angle g .

Voir le fichier transformations_et_matrices.ggb.
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. IT
. cos= —sinz
b) DansIecasoUB=§,onaM6= Mg =

1
2
. T T
sin—= cos= NER
3 3 >

On écrit dans GeoGebra M_6={{1/2,-sqrt(3)/2},{ sart(3)/2, 1/2}}

Elle correspond effectivement a la rotation de centre O, d’angle % .

Voir le fichier transformations_et_matrices.ggb.

1 V3
_ (0 -1 2 2
5) a) M5><M6—(1 0)>< 5o
2

2

(B 1)
2 2
M: X M, =
5 X Mg = | . \/gl
\z %)
1 V3
2 2 0 -1
M6XM5: zg 12 X(l 0)
2 2
V3 1\
2 2
M, X M: =
6 5 | 1 \/§|
2 2/
b) Ona:

X

y),ona:

Pour toute matrice colonne (

M7><(;)=M6><M5x(;)

Or Mg X (x) = (x:) ol (x:) sont les coordonnées du point M’ (x:) image du point M (x
y y y y

y) par la rotation de centre

O et d’angle %

Puisque les coordonnées de M’ sont a leur tour multipliée par la matrice Mg de la rotation de centre O et d’angle g,
on en déduit que la matrice M, est la matrice de la rotation de centre O d’angleg suivie de la rotation de centre O

Vs
d’angle 3

Conclusion :

. . T T 3n 21 5w
M, est la matrice de la rotation de centre O, d’angle > =+ 35 % =+ - 6"
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