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Un lien « discret » entre dérivée et primitives d’une fonction

Une séance à vivre avec les TICE en TS.

Scénario :
Il s’agit ici de mettre les élèves dans un bain visuel et de les faire réagir. 

Il n’y a pas vraiment un énoncé mais un document support (voir ci-dessous), qui peut être un fil conducteur pour le professeur et éventuellement un document-trace à distribuer, aux élèves, en fin de séance.

Cette activité peut se dérouler :

▪ soit  en classe entière avec un vidéoprojecteur piloté par le professeur ou par des élèves 

▪ soit en demi-groupes en salle informatique, là aussi avec un vidéoprojecteur, piloté par le professeur pour accompagner les élèves installés sur les ordinateurs.

Le professeur construit avec les élèves une situation qui sera explorée, exploitée et réinvestie.

► Le professeur présente  la représentation graphique (Cf)  d’une fonction f  positive sur l’intervalle [1 ; 8] et l’objectif qui est d’approcher l’aire du domaine compris entre la courbe  (Cf), l’axe des abscisses et les droites d’équation x = 1 et x = 8. 

Après discussion avec les élèves sur différentes stratégies possibles, on décide de partager le segment [1 ; 8] en 28 segments de longueur 0,25 et  on approche le domaine par une suite de trapèzes.

Sur le segment [1 ; 8], on construit des points 
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où les xk sont en progression arithmétique de premier terme x0 = 1 et de raison 0,25. On note ak les aires cumulés des k premiers trapèzes k variant de 0 à 28.

Une fois cette situation présentée, les élèves utilisent leurs connaissances sur les tableurs pour créer une feuille automatisée de calcul donnant les différentes valeurs des xk  et les valeurs correspondantes des ak. Ils représentent ensuite le nuage de points 
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► Le professeur reprend la main pour avancer l’idée que les points 
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pourraient être considérés comme points d’une même courbe représentative d’une certaine fonction nommée F. Pour tenter de mieux connaître F, on décide d’approcher sa dérivée en associant  à chaque nombre xk le coefficient ck de la droite 
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A nouveau, les élèves utilisent le tableur pour calculer les différents termes de la suite ck (1 < k < 28) puis pour construire le nouveau nuage de points de coordonnées
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. A partir de ce résultat, commence la troisième phase de l’activité.

► Il s’agit maintenant de laisser complètement la parole aux élèves pour explorer et commenter le résultat graphique. La conjecture  « on dirait que 
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 » pourra être énoncée et surtout testée en faisant des essais avec différentes fonctions f.

Document - support  (rédigé par Frédéric Martin)
Approche « discrète » de la dérivée et des primitives d’une fonction.

Utilisation d’Excel ou de tout autre tableur.
Soit f la fonction définie sur l’intervalle 
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 sa représentation graphique dans le plan rapporté à un repère orthonormal 
[image: image10.wmf](

)

;;

Oij

rr

. On veut approcher l’aire du domaine compris entre l’axe des abscisses et la courbe d’une part et entre les droites d’équations 
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 d’autre part. Pour ce faire on décompose ce domaine en une suite de trapèzes comme ci-dessous.
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Soit x la suite arithmétique de premier terme 
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 et de raison 
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. On définit la suite b par 
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, pour tout entier naturel k.

On appelle 
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 le point de coordonnées 
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 le point de coordonnées 
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On notera 
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 l’aire du trapèze 
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 exprimée en unités d’aire pour k compris entre 1 et 28 et on pose 
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. Soit a la suite définie pour k compris entre 0 et 28 par 
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1.
Sur une feuille du tableur faire apparaître sur la première colonne les valeurs de k comprises entre 0 et 28.

Sur la deuxième colonne les termes de la suite x (pour k compris entre 0 et 28). Dans la troisième colonne, les termes de la suite b. Dans la quatrième colonne, faire apparaître 
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. Enfin dans la cinquième colonne, faire apparaître les termes de la suite a toujours pour k compris entre 0 et 28.

2.
Sur un même graphique faire apparaître une représentation de la suite a et de la suite b.

3.
On appelle 
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 les points de coordonnées 
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. On admettra qu’il existe une fonction dérivable strictement croissante F, définie sur
[image: image28.wmf]]

]

0;8

, vérifiant pour tout entier naturel k non nul
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. Les points 
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 sont des points de sa représentation graphique. On veut approcher sa dérivée en associant pour toute valeur de 
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 une valeur approchée du coefficient directeur de la tangente à sa courbe au point 
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. Pour cela à tout point 
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 (k compris entre 1 et 27), on associe le coefficient directeur 
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 de la droite 
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Sur la sixième colonne de la feuille de calcul faire apparaître les termes de la suite c pour k compris entre 1 et 27.

4. Sur le même graphique que précédemment faire apparaître une représentation de la suite c. Que constate-t-on ? Commenter ce résultat.
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Des vues attendues
Avec la fonction logarithme népérien : 
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Avec la fonction sinus : 
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Première expérimentation (Pascal Barbaud)
Niveau: classe de  terminale S en classe entière de 34 élèves
Lieu: salle de classe équipée d’un ordinateur et d’un vidéoprojecteur
Durée : 2 séances de 50 min (à suivre)
Objectifs: les élèves de la classe n’ont jamais travaillé sur le calcul de l’aire de la surface sous la courbe d’une fonction, délimitée par l’axe des abscisses et deux droites parallèles à l’axe des ordonnées.

La présente activité est proposée en début du chapitre « intégration » dans la perspective  de faire apparaître le lien existant entre les notions de calcul d’aire, de calcul intégral (avec sa symbolique), d’unités d’aire et de primitives. La démonstration par l’intermédiaire de suites adjacentes aura lieu lors d’une prochaine séance. 
Déroulement de la séance:
L’énoncé est réduit et proposé sous forme question ouverte (pas de figure, pas de découpages d’aire imposés), avec pour consignes de laisser toute trace de démarches entamées, même non abouties ou de calculs, voire de remarques pensées ou dites à l’oral. L’objectif des élèves est de calculer une valeur approchée de l’aire du domaine ainsi délimité.

Les élèves doublants qui se souviennent, calculent à l’aide de leur calculatrice ou d’une primitive l’aire proposée : envisager alors peut-être une fonction n’ayant pas de primitive reconnue par les élèves.

Pour les élèves non doublants, l’activité commence donc par une recherche papier. Très vite ils construisent une allure à main levée de la situation, puis pour commencer des calculs, construisent un graphique le plus précis possible (les différentes unités graphiques utilisées permettront de parler d’unités d’aire). Ils proposent alors différents découpages à base de  rectangles, de triangles rectangles, de trapèzes rectangles obtenus à l’aide de 3 ou 4 tangentes à la courbe et d’un encadrement du domaine par deux sommes d’aire de rectangles.

1er stop : Ces découpages sont présentés au tableau par la projection du graphique (avec geogebra). On constate alors que le découpage à l’aide de trapèzes semble plus précis et plus rapide. Chacun repart sur son découpage et cherche à finaliser ses calculs.

2ème stop : Certains résultats commencent à parvenir 1,9 ; 2 ; 2,08 (calculatrice) ; 2,157 ; 13,25 cm². Il est temps de proposer le renfort de l’informatique. J’en profite pour leur montrer une approche de la valeur de cette aire par la méthode des rectangles avec geogebra et les outils « sommeinférieure et sommesupérieure ». Nous constatons que plus le nombre de rectangles augmente, plus les aires proposées semblent converger vers l’aire recherchée proche de 2,07, mais la lenteur de la convergence nous dirige alors vers la mise au point du calcul de cette aire par la méthode des trapèzes plus rapide semble-t-il.

Nous programmons ensemble les différentes étapes (voire document Frédéric Martin). Des élèves parlent de pas (dx), des bases (f(x)), et de somme d’aire. Phase d’observation.

3ème stop : L’idée d’une relation entre la courbe et l’aire, de la dérivée de l’aire égale à la fonction est ensuite vérifiée par superposition de la courbe de la fonction inverse et de la fonction représentant les coefficients directeurs (réinvestissement du nombre dérivé).

Dernière étape : Nous découvrons ensemble les notations du calcul intégral : dx, f(x) ( dx, ( f(x)dx, puis ln(8) comme valeur exacte de l’aire.

Exemple d’un travail d’élève :
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Deuxième expérimentation (Régis Bailly) 
Niveau: classe de  terminale S répartie en deux groupes de 16 élèves
Lieu: salle informatique 

Durée : séance de 55 min
Objectifs: les élèves de la classe ont déjà travaillé sur le calcul de l’aire de la surface comprise entre la courbe d’une fonction et l’axe des abscisses par la méthode des rectangles, lors d’une activité sur les suites. La présente activité est proposée en début du chapitre « intégration » dans la perspective  de faire apparaître le lien existant entre les notions de calcul d’aire et de primitives.
Déroulement de la séance: le document « Approche discrète  de la dérivée et des primitives d’une fonction » est distribué en début d’heure. Nous prenons le temps de lire, puis de commenter le texte qui ne semble pas trop déstabiliser les élèves, sans doute grâce au travail déjà effectué sur la méthode des rectangles. Une explication de l’expression « Approche discrète » s’avère toutefois nécessaire : c’est aussi l’occasion  de refaire le point sur les différents outils permettant de modéliser un problème et de se souvenir de ce qui a déjà été fait en ce domaine (méthode d’Euler, par exemple). Dans un deuxième temps, les élèves passent derrière l’ordinateur. Le calcul des termes des suites x,b, s et a  et leurs représentations avec Openoffice ne posent en général pas de difficultés. Le principe du calcul étant suffisamment évident, le texte qui pourrait paraître obscur n’est en fait  pas suivi « mot à mot » par les élèves ; son intérêt est de donner un fil conducteur et surtout d’homogénéiser les notations. Le « tracé » de la fonction F étant effectué, nous prenons un temps de mutualisation, pour préciser le lien  entre cette fonction et la fonction f . La question 4 est l’occasion de réaffirmer, dans le cas où cela aurait été oublié, le  lien entre dérivée et coefficient directeur de la tangente.

Conclusion: Cette activité, réalisable par les élèves, a permis de faire une synthèse (illustration et calculs explicites) sur les notions de primitive, de calcul d’aire et de dérivée.

Compétences expérimentales
► Utiliser un tableur pour automatiser des calculs  (ici calcul des termes d’une suite arithmétique, calcul d’un coefficient directeur, totaux cumulés)

► Prendre l’initiative d’utiliser des nuages de points pour visualiser une situation.

► Montrer une certaine autonomie pour organiser une recherche, développer une démarche connue, mettre en forme un raisonnement.
► Produire une analyse critique d’une situation.

► Enoncer clairement une conjecture

► Tester la robustesse d’une conjecture ( ici en changeant la fonction f ).

► Evaluer, critiquer un résultat, vérifier la validité d'un résultat ou d'une méthode



� INCORPORER Excel.Sheet.8  ���











� INCORPORER Excel.Sheet.8  ���








� INCORPORER Excel.Sheet.8  ���











� INCORPORER Excel.Sheet.8  ���








Frédéric Martin, Pascal Barbaud, Régis Bailly, Gérard Cordes                                                    Trapèzes 2007/2008
6/6

[image: image41.wmf]0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1,4

1,6

0

1

2

3

4

5

_1263557933.unknown

_1263559084.unknown

_1263559673.unknown

_1263559950.unknown

_1263560148.unknown

_1268839220.xls
Graph1

		1		1		1

		1.25		1.25		1.25

		1.5		1.5		1.5

		1.75		1.75		1.75

		2		2		2

		2.25		2.25		2.25

		2.5		2.5		2.5

		2.75		2.75		2.75

		3		3		3

		3.25		3.25		3.25

		3.5		3.5		3.5

		3.75		3.75		3.75

		4		4		4



1

0

0.8

0.225

0.8166666667

0.6666666667

0.4083333333

0.6761904762

0.5714285714

0.5630952381

0.5773809524

0.5

0.6970238095

0.503968254

0.4444444444

0.8150793651

0.4472222222

0.4

0.9206349206

0.402020202

0.3636363636

1.0160894661

0.3651515152

0.3333333333

1.1032106782

0.3344988345

0.3076923077

1.1833388833

0.3086080586

0.2857142857

1.2575147075

0.2864468864

0.2666666667

1.3265623266

0.2672619048

0.25

1.3911456599

0.2504901961



Feuil1

		k

		0		1		1		0		0

		1		1.25		0.8		0.225		0.225		0.8166666667

		2		1.5		0.6666666667		0.1833333333		0.4083333333		0.6761904762

		3		1.75		0.5714285714		0.1547619048		0.5630952381		0.5773809524

		4		2		0.5		0.1339285714		0.6970238095		0.503968254

		5		2.25		0.4444444444		0.1180555556		0.8150793651		0.4472222222

		6		2.5		0.4		0.1055555556		0.9206349206		0.402020202

		7		2.75		0.3636363636		0.0954545455		1.0160894661		0.3651515152

		8		3		0.3333333333		0.0871212121		1.1032106782		0.3344988345

		9		3.25		0.3076923077		0.0801282051		1.1833388833		0.3086080586

		10		3.5		0.2857142857		0.0741758242		1.2575147075		0.2864468864

		11		3.75		0.2666666667		0.069047619		1.3265623266		0.2672619048

		12		4		0.25		0.0645833333		1.3911456599		0.2504901961

		13		4.25		0.2352941176		0.0606617647		1.4518074246		0.2357026144

		14		4.5		0.2222222222		0.0571895425		1.5089969671		0.2225662195

		15		4.75		0.2105263158		0.0540935673		1.5630905343		0.2108187135

		16		5		0.2		0.0513157895		1.6144063238		0.2002506266

		17		5.25		0.1904761905		0.0488095238		1.6632158476		0.1906926407

		18		5.5		0.1818181818		0.0465367965		1.7097526442		0.1820063994

		19		5.75		0.1739130435		0.0444664032		1.7542190473		0.1740777339

		20		6		0.1666666667		0.0425724638		1.7967915111		0.1668115942

		21		6.25		0.16		0.0408333333		1.8376248444		0.1601282051

		22		6.5		0.1538461538		0.0392307692		1.8768556137		0.153960114

		23		6.75		0.1481481481		0.0377492877		1.9146049014		0.1482498982

		24		7		0.1428571429		0.0363756614		1.9509805628		0.1429483671

		25		7.25		0.1379310345		0.0350985222		1.9860790849		0.1380131363

		26		7.5		0.1333333333		0.033908046		2.0199871309		0.1334074898

		27		7.75		0.1290322581		0.0327956989		2.0527828298		0.1290994624

		28		8		0.125		0.0317540323		2.0845368621
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		19		5.75		0.1739130435		0.0444664032		1.7542190473		0.1740777339

		20		6		0.1666666667		0.0425724638		1.7967915111		0.1668115942

		21		6.25		0.16		0.0408333333		1.8376248444		0.1601282051

		22		6.5		0.1538461538		0.0392307692		1.8768556137		0.153960114

		23		6.75		0.1481481481		0.0377492877		1.9146049014		0.1482498982

		24		7		0.1428571429		0.0363756614		1.9509805628		0.1429483671

		25		7.25		0.1379310345		0.0350985222		1.9860790849		0.1380131363

		26		7.5		0.1333333333		0.033908046		2.0199871309		0.1334074898

		27		7.75		0.1290322581		0.0327956989		2.0527828298		0.1290994624

		28		8		0.125		0.0317540323		2.0845368621
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Feuil1

		k

		0		1		0.8414709848		0		0

		1		1.25		0.9489846194		0.2238069505		0.2238069505		0.9342338025

		2		1.5		0.9974949866		0.2433099507		0.4671169013		0.9819901349

		3		1.75		0.9839859469		0.2476851167		0.714802018		0.9686910768

		4		2		0.9092974268		0.2366604217		0.9514624397		0.8951634994

		5		2.25		0.7780731969		0.210921328		1.1623837676		0.7659789912

		6		2.5		0.5984721441		0.1720681676		1.3344519353		0.5891696193

		7		2.75		0.3816609921		0.122516642		1.4569685773		0.3757285341

		8		3		0.1411200081		0.065347625		1.5223162023		0.1389264684

		9		3.25		-0.1081951345		0.0041156092		1.5264318115		-0.1065133722

		10		3.5		-0.3507832277		-0.0573722953		1.4690595162		-0.3453307272

		11		3.75		-0.5715613187		-0.1152930683		1.3537664479		-0.5626770901

		12		4		-0.7568024953		-0.1660454768		1.1877209711		-0.7450389169

		13		4.25		-0.8949893582		-0.2064739817		0.9812469894		-0.8810778324

		14		4.5		-0.9775301177		-0.2340649345		0.747182055		-0.9623355956

		15		4.75		-0.999292789		-0.2471028633		0.5000791916		-0.9837599926

		16		5		-0.9589242747		-0.244777133		0.2553020587		-0.9440189579

		17		5.25		-0.8589344934		-0.227232346		0.0280697127		-0.8455833968

		18		5.5		-0.7055403256		-0.1955593524		-0.1674896397		-0.6945735555

		19		5.75		-0.5082790775		-0.1517274254		-0.3192170651		-0.5003784947

		20		6		-0.2794154982		-0.098461822		-0.4176788871		-0.2750723226

		21		6.25		-0.0331792165		-0.0390743393		-0.4567532264		-0.0326634858

		22		6.5		0.2151199881		0.0227425964		-0.43401063		0.2117762084

		23		6.75		0.4500440738		0.0831455077		-0.3508651222		0.4430486836

		24		7		0.6569865987		0.1383788341		-0.2124862882		0.6467745376

		25		7.25		0.823080879		0.1850084347		-0.0274778534		0.8102870834

		26		7.5		0.9379999768		0.220135107		0.1926572535		0.9234199029

		27		7.75		0.9945987791		0.2415748445		0.434232098		0.9791389454

		28		8		0.9893582466		0.2479946282		0.6822267262
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Feuil1

		k

		0		1		1		0		0

		1		1.25		0.8		0.225		0.225		0.8166666667

		2		1.5		0.6666666667		0.1833333333		0.4083333333		0.6761904762

		3		1.75		0.5714285714		0.1547619048		0.5630952381		0.5773809524

		4		2		0.5		0.1339285714		0.6970238095		0.503968254

		5		2.25		0.4444444444		0.1180555556		0.8150793651		0.4472222222

		6		2.5		0.4		0.1055555556		0.9206349206		0.402020202

		7		2.75		0.3636363636		0.0954545455		1.0160894661		0.3651515152

		8		3		0.3333333333		0.0871212121		1.1032106782		0.3344988345

		9		3.25		0.3076923077		0.0801282051		1.1833388833		0.3086080586

		10		3.5		0.2857142857		0.0741758242		1.2575147075		0.2864468864

		11		3.75		0.2666666667		0.069047619		1.3265623266		0.2672619048

		12		4		0.25		0.0645833333		1.3911456599		0.2504901961

		13		4.25		0.2352941176		0.0606617647		1.4518074246		0.2357026144

		14		4.5		0.2222222222		0.0571895425		1.5089969671		0.2225662195

		15		4.75		0.2105263158		0.0540935673		1.5630905343		0.2108187135

		16		5		0.2		0.0513157895		1.6144063238		0.2002506266

		17		5.25		0.1904761905		0.0488095238		1.6632158476		0.1906926407

		18		5.5		0.1818181818		0.0465367965		1.7097526442		0.1820063994

		19		5.75		0.1739130435		0.0444664032		1.7542190473		0.1740777339

		20		6		0.1666666667		0.0425724638		1.7967915111		0.1668115942

		21		6.25		0.16		0.0408333333		1.8376248444		0.1601282051

		22		6.5		0.1538461538		0.0392307692		1.8768556137		0.153960114

		23		6.75		0.1481481481		0.0377492877		1.9146049014		0.1482498982

		24		7		0.1428571429		0.0363756614		1.9509805628		0.1429483671

		25		7.25		0.1379310345		0.0350985222		1.9860790849		0.1380131363

		26		7.5		0.1333333333		0.033908046		2.0199871309		0.1334074898

		27		7.75		0.1290322581		0.0327956989		2.0527828298		0.1290994624

		28		8		0.125		0.0317540323		2.0845368621
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