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Niveau : 4ème ( fiche 1)

              4ème  ou 3ème (fiche 2)

Prérequis: carrés des entiers

Durée: de 1h à 3h

Dispositif pédagogique : 

- en classe entière : calculatrices, 

   tableur et vidéoprojecteur

 - salle multimédia


Objectifs : 

- aires des carrés  construits sur les côtes d’un triangle ( lien arithmétique / géométrie )

- triangles rectangles et relation de Pythagore

 -méthode arborescente pour tester le plus de triplets d'entiers possible... 

- identité de Fermat  (justification par les identités remarquables en 3ème)

- histoire des mathématiques

Fonctions du tableur:

- très élémentaires par la méthode de Fermat.

- Recopie sur des centaines de lignes

- pour aller plus loin : RACINE() et ENT() ; test SI ( ;  ;  ) ; affichage de messages "..."  et  messages composés  avec CONCATENER (..) .



La fiche1 n'est pas indispensable: mais elle propose un problème de recherche ouvert très abordable par des élèves de collège: la recherche des triplets pythagoriciens.
Elle permet aux élèves de s'approprier le problème avant la fiche 2 qui leur livre une méthode puissante et très simple imaginée par Fermat au XVIIème siècle.

La connaissance préalable du théorème de Pythagore n'est pas nécessaire, puisqu'on s'intéresse aux triplets de nombres entiers possédant une propriété particulière. C'est au contraire une introduction possible.

Recherche facile à comprendre,  révèle l'infinité des solutions du problème. 

Construction des triangles dont les côtés ont ces 3 nombres pour longueurs.  

L'important est la collecte des solutions trouvées, la discussion sur leur nombre...

Elimination des solutions donnant des triangles impossibles (vus en 5ème) et des  triangles aplatis... 

Faut-il chercher des triangles isocèles? 

Une recherche systématique demande de réussir à tester tous les triplets de nombres entiers ... et demande une méthodologie complexe, puisque c'est une recherche arborescente.

Une méthode proposée par les élèves:

AB est le plus grand côté. On commence par AB = 3 , et  on diminue de 1 en 1 pour les deux autres côtés.

Ce qui donne les triplets :   3 - 2 - 1  puis   4 - 3  -2     puis   4 - 3 - 1 ;  puis   4 - 2 - 1   etc

Les six premiers triplets pythagoriciens sont  trouvés facilement:


5 - 4 - 3

10 - 8 - 6
13 - 12 - 5
15 - 12 - 9
17 - 15 - 8
20 - 16 - 12

Des méthodes simples pour programmer le tableur peuvent être trouvées par les élèves en commençant par donner pour a, b et c des nombres au hasard et à la main. Le tableur calcule les carrés et compare a²+b² avec c²; on fera calculer la différence (a² + b² – c²), les 0 se lisant bien sur la page de chiffres...  

On peut améliorer la programmation par l'affichage d'un message avec un test SI( ; ; ) .

La recherche arborescente automatique sera plus longue à mettre en place avec des élèves de collège 

 ( voir une solution plus loin).

Cette activité est aussi l'occasion de parler des mathématiques à travers leur histoire...

La conjecture de Fermat est une aventure qui a commencé en 1641, qui a inspiré des générations de mathématiciens pendant 353 années...et vient de se terminer à Princeton en 1994 avec Andrew Wiles qui en a trouvé une démonstration.  ( plus d'informations .. sur INTERNET).
"Il n'est pas possible, avait écrit Pierre de Fermat, de partager un cube en deux cubes, une puissance quatrième en deux puissances quatrièmes, et en général une puissance d'exposant supérieur au deuxième en puissances de même exposant. J'en ai découvert une démonstration merveilleuse. L'étroitesse de la marge ne la contient pas. " En langage mathématiques moderne cela veut dire qu'il n'est pas possible de trouver trois entiers a, b, et c et une puissance n>2 pour lesquels 

an+ bn= c n . Est-ce que Fermat a réellement démontré ce théorème? Cette note est apparue comme un défi... Il est certain qu'il l'a réellement démontré pour des exposants simples comme n=4...( méthode de la descente infinie), et que les ordinateurs les plus puissants n'avaient pas encore trouvé de contr'exemples...jusqu'à la démonstration de Wiles.
Quelques idées pour programmer une recherche des triplets pythagoriciens

I. Affichage d'un message si le triangle est rectangle:


A
B
C
D
E
F
G
H
I

1
Côté AB
Côté AC
Côté BC
AB²
AC²
BC²
AC²+BC²
AB² – (AC²+BC²)
solutions

2
3
2
1
=A2*A2
=B2*B2
=C2*C2
=E2+F2
=D2 – G2
=SI(H2=0 ; (tr.rectangle ( ; (( 

3
5
4
3
=A3*A3
=B3*B3
=C3*C3
=E3+F3
=D3 – G3
=SI(H3=0 ; (tr.rectangle ( ; (( 

4
6


=A4*A4
=B4*B4
=C4*C4
=E4+F4
=D4 – G4
=SI(H4=0 ; (tr.rectangle ( ; (( 

II. Comment choisir les 3 entiers pour gagner du temps avec le tableur ?

a) Avec des triplets: 

Des élèves ont trouvé la méthode suivante: en entrant pour le côté AB une série de  nombres entiers croissants. Puis pour chaque valeur de AB, on discute sur les valeurs qui valent la peine d'être essayées pour BC et AC...que l'on rentre à la main dans la 2ème et la 3ème colonne.  Ils arrivent à engranger beaucoup de solutions...  En voici un extrait.

AB
AC
 BC
AB²
AC²
BC²
AC² + BC²
AB2 - (AC2 + BC2)
solutions

3
2
1
9
4
1
5
4


4
3
2
16
9
4
13
3


5
4
3
25
16
9
25
0
tr.rectangle

6
5
4
36
25
16
41
-5


7
3
1
49
9
1
10
39


8
5
4
64
25
16
41
23


9
7
4
81
49
16
65
16


10
8
6
100
64
36
100
0
tr.rectangle

11
3
9
121
9
81
90
31


12
7
6
144
49
36
85
59


b) On peut balayer automatiquement les couples (a,b) de nombres entiers, avec b<a .

On calcule c =   EQ \r(a2+b2)  et on vérifie si  c est égal à sa partie entière, en quel cas c est  entier, donc a²+b² est  le carré d'un entier. Utiliser la fonction RACINE(...). Et ENT (...) donne la partie entière.

Voici les formules utilisées:


A
B
C
D
E
F
G

1
a
b
a²
b²
a²+b²
 (rac(a²+b²))
solution?

2
1
1
=A2*A2
=B2*B2
=C2+D2
=(RACINE(E2))
=SI((ENT(F2)=F2);CONCATENER(TEXTE(C2;0);

"+";TEXTE(D2;0);"=";TEXTE(E2;0));"")

3
=SI((B2=1);A2+1;A2)
= SI(B2=1; A3-1;B2-1)
=A3*A3
=B3*B3
=C3+D3
=(RACINE(E3))
=SI((ENT(F3)=F3);CONCATENER(TEXTE(C3;0);

"+";TEXTE(D3;0);"=";TEXTE(E3;0));"")

4
=SI((B3=1);A3+1;A3)
= SI(B3=1; A4-1;B3-1)
=A4*A4
=B4*B4
=C4+D4
=(RACINE(E4))
=SI((ENT(F4)=F4);CONCATENER(TEXTE(C4;0);

"+";TEXTE(D4;0);"=";TEXTE(E4;0));"")

 et les premières lignes:


A
B
C
D
E
F
G

1
a
b
a²
b²
a²+b²
racine de (a²+b²)
solution?

2
1
1
1
1
2
1,41421


3
2
1
4
1
5
2,23607


4
3
2
9
4
13
3,60555


5
3
1
9
1
10
3,16228


6
4
3
16
9
25
5,00000
16+9=25


4
2
16
4
20
4,47214



4
1
16
1
17
4,12311



5
4
25
16
41
6,40312



5
3
25
9
34
5,83095



5
2
25
4
29
5,38516



5
1
25
1
26
5,09902



6
5
36
25
61
7,81025



6
4
36
16
52
7,21110



6
3
36
9
45
6,70820



6
2
36
4
40
6,32456



6
1
36
1
37
6,08276



7
6
49
36
85
9,21954



7
5
49
25
74
8,60233



7
4
49
16
65
8,06226



7
3
49
9
58
7,61577



7
2
49
4
53
7,28011



7
1
49
1
50
7,07107



8
7
64
49
113
10,63015



8
6
64
36
100
10,00000
64+36=100


8
5
64
25
89
9,43398



8
4
64
16
80
8,94427



8
3
64
9
73
8,54400



8
2
64
4
68
8,24621



8
1
64
1
65
8,06226



9
8
81
64
145
12,04159



9
7
81
49
130
11,40175



9
6
81
36
117
10,81665



9
5
81
25
106
10,29563



9
4
81
16
97
9,84886



9
3
81
9
90
9,48683



9
2
81
4
85
9,21954



9
1
81
1
82
9,05539



10
9
100
81
181
13,45362



10
8
100
64
164
12,80625



10
7
100
49
149
12,20656



10
6
100
36
136
11,66190



10
5
100
25
125
11,18034



10
4
100
16
116
10,77033



10
3
100
9
109
10,44031



10
2
100
4
104
10,19804



10
1
100
1
101
10,04988



11
10
121
100
221
14,86607



11
9
121
81
202
14,21267



11
8
121
64
185
13,60147



11
7
121
49
170
13,03840



11
6
121
36
157
12,52996



11
5
121
25
146
12,08305



11
4
121
16
137
11,70470



11
3
121
9
130
11,40175



11
2
121
4
125
11,18034



11
1
121
1
122
11,04536



12
11
144
121
265
16,27882



12
10
144
100
244
15,62050



12
9
144
81
225
15,00000
144+81=225


12
8
144
64
208
14,42221



12
7
144
49
193
13,89244



12
6
144
36
180
13,41641



12
5
144
25
169
13,00000
144+25=169


12
4
144
16
160
12,64911
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