Vecteurs en seconde : deux approches expérimentéssclasse Novembre 2011

Les vecteurs sont restés présents dans les noupeagrammes de seconde publiés en 2009 mais ke aéfidiel
laisse une certaine liberté concernant I'introdctide cette nouvelle notion. On sait maintenantlgumtion
d’espace vectoriel est présente dans les prograndmds et de TS ce qui permet de dégager de nesivell
approches.

Les deux approches présentées ci-dessous s’adtesseprofesseurs : le but est que le professeisspwoir
comment les démonstrations se construisent a pdetirsavoirs des éléves. Ensuite le professeulilzeldé de
faire des choix pédagogiques en démontrant cersgaeties et en admettant d’autres. Autrementlditest pas
question de tout démontrer mais il est intéressiantoir un déroulement rigoureux de I'ensemble tagpitre.

Progression privilégiant I'aspect espace vectoriéexpérimentée par Philippe Jonin en 2010/2011)

Cette progression, complétement en accord averamme, privilégie la vision « espace vectori@ur les
trois années du lycée, le programme installe béendtion d’espace vectoriel. Par exemple en 1$aste de
droite définie par un point et un vecteur non nubie demande de savoir exprimer un vecteur du gtafonction
de deux vecteurs non colinéaires. De méme en partnde plan défini par un point et deux vectewrs
colinéaire et on demande de savoir exprimer unetgdtespace en fonction de trois vecteurs non aogaires.

Avec cette progression, on commence par introdi@space vectorieR?. Au départ,un vecteur est un couple de
réels .La translation, la somme de deux vectedida multiplication d’un vecteur par un nombre saiéfinies a
partir des opérations sur les couples Hé. Ensuite, on fait le lien entre vecteur et géoimépéree. On obtient,
a postériori,l'indépendance des définitions par rapport au repeéhoisi.

Avec cette progression, le gain de temps est g€stria notion d’espace vectoriel est bien ingell

Le plan est muni d'un repére orthonor@d J).
A chaque poinM du plan, on associe donc le couple de ses cooégsrigy).

1. Vecteur du plan.

Un vecteur du plan repéré est, par définition, un euple (@,b) de nombres réels.
On note un vecteur par une lettre surmontée dléobd :U .

Les nombres réebsetb sont appelés les composantes ou coordonnées wuréc

Remarques :
1. Un plan repéré étant donné, un couple de nombeds peut donc étre interprété soit comme le lecdgs
coordonnées d'un point du plan, soit comme un vecte

2. On définit en particulier le vecteur nul com@e (0, 0)

2. Translaté d'un point.
Soit un vecteur U = (a, b) du plan repéré.

A tout point A(xA , yA) du plan, on associe un poinf\', appelé translaté par U de A, défini par ses

coordonnées :A'(x, +a, y, + b)

3. Lien avec la géométrie.

Soit U =(a,b) un vecteur du plan repéré. Saitn point du plan et son translaté paii .
SoitB un point du plan.

Le translaté deB par le vecteur U est le pointB' tel que AA'B'B soit un parallélogramme.

Démonstration :
Le pointA' a pour coordonnéesxaf-a ; yat+b) et B' a pour coordonnéesta ;yg+b).

+ X, + + y. +
Le milieu deJAB]apourcoordonnées{:xA X a; /N aj

2 2
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- . (X, +a+ + a+
Le milieu de A'B] a pour coordonnee{: nta )%; Ya+ & }ﬁ)

2 2
Le milieu de AB1 est égal au milieu d&A[B] doncAA'B'B est un parallélogramme.
Remarque : dans l'autre sens, soidfix, ,y,) et B( X, , s ) deux point du plan.
Existe-t-il un vecteut tel queB soit le translaté da par U ? Le vecteutt ( Xg = Xar Yo~ yA) convient et c'est le

seul. On remarque que les coordonnées de ce vect@uobtenues en soustrayant des coordonnéexutérhité,
les coordonnées de l'origine.

Conclusion :
Soit un vecteur U =(a,b )du plan repéré.

A tout point M (xM ' Y )du plan, on associe un poinM', appelé translaté parU de M, défini par ses
coordonnées M '(x,, +a, y,, +b). On peut ainsi fabriquer une famille de bipoints(M ,M ') qui sont tous

reliés entre eux par un parallélogrammePlus précisément : §iM ,M ') et (N, N ') sont deux bipoints

guelconques de cette famille aldAd!’N'N est un parallélogramme.
De plus, pour tous les bipoints de cette famillee$ écarts des coordonnées sont constants. Plus gément :

si(M,M ") et (N, N ")sont deux bipoints quelconques de cette famille abxy,. —xy =aetyy. —yy =b.
Etant donnés deux points A et B du plan repéré, éxiste un unique vecteurl tel que B soit le translaté deA
par U . Ce vecteurl se note ausshB .

On en déduit queAfE?(xB —Xa Vg — yA) et que: AB = 6l3équivaut a ABDC est un parallélogramme.

En pratigue la conclusion ne sera pas transmise aux élevesstiesforme : I'essentiel est que I'éléve compeenn
gu’un vecteur est un couple de coordonnées etguaeuple correspond a un ensemble de fleches. @n pe
commencer le chapitre en observant une situatinoréte qui montre des fleches ayant en commun umemé
couple de coordonnées. Le vecteur apparait etriealiec le parallélogramme peut se faire.

Un exemple d’exercice d’introduction

Un téléphérique se déplace le

2ok

segment) de A vers A'.

1) Dessiner, sur le méme graphique, le téléphérigueql'il sera arrivé en A'.
2) On appelle E', D', F', G’ et H’' la représentatidn téléphérique a I'arrivée du terminus.
a) Tracer, d’'une méme couleldes segments [EE’], [FF], [GG'] et [HH].
b) Que peut-on remarquer (sans démonstration) ?
3) On considére un repére orthonormal (O;l, J) formamntriangle rectangle isocele de sommet O.
a. Déterminer, dans ce repére, les coordonnées despAi E, D, F, H et G (lorsque le téléphérique es
au point de départ).
b. Déterminer, dans ce méme repére les coordonnégmitgs A', E', D', F', H' et G' (A l'arrivée...)
c. Soit M un point du téléphérique au départ donttesdonnées sont (X,y). Quelles seront les
coordonnées du point M' (a l'arrivée) ?
4) Déterminer la nature du quadrilatéere AA'E'E (awee démonstration cette fois !).
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4. Addition de deux vecteurs.

A partir de I'enchainement de deux translations.egample en utilisant la figure suivante, on dégag idées qui
suivent :

sitd=(a,b)et Vv=(c,d), la somme des deux vecteurs est définie pati+V =(a+ c; b+ d

Propriétés :

= Quels que soient les vectewr®t V on obtient facilement les égalités:

U+vV=v+U et U+(V+W=(u+VY+ W

= Quels que soit le vectelr, le vecteur opposé du vectdlia,b) est le vecteuv(—a,—b) .

C'est l'unique vecteur tel quet Vv = 0.0n le note—U.
= Quels que soient les vectewrt V, on peut définir la soustraction de deux vectearposant :

u-v=0u+(-V)
Interprétation géométrique

» Régle du parallélogramme
Soit U=(a,b)et V=(c,d). Considérons un poirt quelconque du plan .

Construisons le poirB tel que AB= T, le pointC tel que AC =V et le pointD tel que :AD =T+ V.
Ona:B(xa+a yath C(xa+tcC yatd D(Xxpt+a+c ya+b+d

Le milieu de AD] a pour coordonnée{sXA TXa*ar C, Yat Yat CF CUZ(XA Lar C, Ya+ C+2dj

2 2
Le milieu de BC] a pour Coordonnée(sXA * a; Xa ¥ C Yat b’; /N dJ:(xA $22C C+2dj

Les diagonales du quadrilatés8DC ont le méme milieu donc ce quadrilatére est ualf@gogramme.
Le pointD est donc I'unique point tel quABDC soit un parallélogramme.

Conclusion :
Le point D tel que AD = AB + AC est I'unique point tel que ABDC soit un parallélogamme.

Remarque : ce résultat assure, a postériori, lirddance de la définition de la somme de deux vefEar
rapport au repere.

= En enchainant deux translations.
Soiti=(a,bletv=(c,d)alors:ti+v=(a+c; b+ d.
Considérons un poim quelconque du plan.
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Construisons le poirit tel que MN =T, le pointP tel que NP=V.
Calculons les coordonnéeside

CommeMN =T alors xy — Xy = a et commeNP =V alors X, — Xy = ¢ donc Xp = Xy + C= Xy + a+ C.
De la méme facon, on obtieg =y, + d=y, + b+ d. Ce qui prouve qQUMP =T+ V.

Autrement dit : si la translation de vectdirtransforme le pointl enN et si la translation de vecteur
V transforme le poinl enP alors le poinP est I'image du poiri¥l par la translation de vecteuti:+V .

Conclusion :
Quels que soient les pointy ,N,P: MN +NP = MP (Relation de Chasles)

= En pratique pour additionner deux vecteurs.

Deux vecteurs « de méme origine » : régle du paogifamme
Deux vecteurs « bout a bout » : relation de Chasles

Cas général : on se raméne a l'un des cas présédent

5. Multiplication d’'un vecteur par un réel
Remarques :

«U+U=(a,b)+(ab=(2a2b= 21
= NU=(na, nb) oun est un entier naturel.

= ~U=(-a-b=(-D(ab= (U

En généralisant :
Si U =(a,b)etsik est un réel quelconquele produit du vecteur par le réelk est définie par : K U = (ka, kb)

Propriétés :
Quels que soient les vectelret V et les réel& etk’, on a les égalités :
k(d+V)=Kkut+ kv et (k+k)U=ku+ kU etaussi k(k't)=(kk)u

6. Vecteurs colinéaires

Définition : quels que soient les vecteurg et v non nuls,

U et V sont colinéaires signifie que I'un des vecteurstesgal au produit de 'autre vecteur par un réel.
On complete cette définition en convenant que teete nul est colinéaire a n’importe quel vecteur.
On obtient alors :

U et V sont colinéaires signifie quel et v ont leurs coordonnées proportionnelles.

Propriété : montrons quAB etCD sont colinéaires non nuls ssi les droitéB)(et (CD) sont paralléles .
Dans un repéred(; | ; J), construisons le poitdl tel queOM = ABet le pointN le point tel queON = CD.

= Supposons qu@é etCD sont colinéaires non nuls, alors il existe un nemwéelk non nul tel queCD =k AB.
On a doncON = kOM doncxy =k %, et yy =K Yy ce qui prouve que les poir@s M, N sont alignés donc aussi
que AB) et (CD) sont paralleles (puisquaB)//(OM) et CD)//(ON) ).

= Réciproquement :

Supposons que les droitésB) et (CD) sont paralléles « non verticales » alors lests@nM etN sont alignés sur
une droite d’équatiory = axdonc que les coordonnéesMeetN sont proportionnelles donc que les coordonnées
des vecteur®M et ON sont proportionnelles, celles des vectaAB&t CD sont aussi proportionnelles donc qu'il

existe un réek non nul tel queCD =k AB.
De méme quand les droites (AB) et (CD) sont pdesle verticales » ou que O, M et N sont alignésuse droite
d’équationx = a.

Conclusion : AB etCD sont colinéaires non nusiles droites (AB) et (CD) sont paralléles .
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Progression intermédiaire(expérimentée par Gérard Cordes en 2010/2011)

Cette progression débute avec la notion de fleelyaat méme direction, méme sens et méme longuésiutitiae
tres vite les coordonnées : les coordonnées appseat des les premieres définitions et sont witig@dur définir la
somme de deux vecteurs et le produit d’'un vectauup nombre. La notion d’espace vectoriel est witallée en

s'appuyant surR?. Le gain de temps est appréciable pour la clagssetonde ou le programme est lourd.

On suppose connues les coordonnées d’un point etileera le fait que la représentation graphigdieine fonction
affine est une droite.

Les éleves semblent avoir bien aimé cette fagcgmat®der mais en général ils apprécient le chapiteeteurs qui
ouvre sur une certaine abstraction souvent appeaiéet age. En particulier, les animations sousggéra ont
donné le sentiment d’approcher de trés prés laomodie vecteur et de bien comprendre, en méme teupse
vecteurs est un objet abstrait qu’il faut s’apprigor

» Premier temps : découverte avec géogébra.

= Avec le logiciel de géométrie dynamique géogéhvac¢ affichage de la grille) les éleves découwmstruction

« vecteur » (avec la syntaxe point origine puisipektrémité) : I'affichage est une fleche. Sufdaétre algébrique,
un couple de deux nombres est affiché. Plusiesa@®permettent d’avancer une interprétation : dusmva de
I'origine de la fleche vers I'extrémité, ces dewmbres codent le déplacement suivant I'axe dedssascpuis
suivant I'axe des ordonnées.

B

u
A D

= Toujours avec le logiciel géogébra, on explomstiuction « représentant » (avec la syntaxe :tfigine puis
vecteur déja crée). L'éléve crée plusieurs reptésesid’'un méme vecteur et découvre que ces rapieggs sont tous
liés : si on bouge A et/ou B les représentants éoude la méme facon : les éléves remarquent querdprésentants
guelconqgues sont liés par un parallélogramme etegueouples de nombres affichés dans la fenéatgebre sont les
mémes.
= On peut énoncer deux conjectures :

Deux représentants d’'un méme vecteur sont coddepmémes nombres.

Deux représentants d'un méme vecteur sont liésmpaarallélogramme.

i Objets libres || 088, 11.87)
s A=(3,6)
@ B=(6,7)
@ C=(10,4)
@ D=(9,6)
B E=(48)
@ F=(3,9
- G=(6,10)
@ H=(1,3)
S @1=152)
@ =T
@ K=(10,7)
@ L=(9,8)
L@ M=(12,9)

) Ohjets dépendants
@ E=(7,9)
@ P =16, 10)
@ 6 =(9,11)
@ H=(4,4)
@ I=(8,3)
@ J'=(5,6) 3
@ K =1(9,9)
L@ L'=(8,10)
@M= (11, 11)

@ as=(3,1)

@ h=(3,1)

@ e=(3,1) )
@ d=(1,2) I
@ e=(-1,2)

@ f=(-1,2)

@ g=(-1,2) |

@ u=(31
- 21/11120 @

L@ v=(1,2)
@ w=(31)
L@ oz=(3,1)




» Deuxiéme temps : vers les définitions.

Le plan est muni d’'un repére (O,l,J).

On peut dégager la notion de fleche (couple de geints avec point-origine et point-extrémité) ainse ses
coordonnées (couple de deux nombres qui codeiplackment suivant I'axe des abscisses puis suiaartdes
ordonneées). Ainsi la fleche allant de A vers B arpmordonnéeSg — Xa; Ys = Ya) -

Dire que « La fleche allant de A vers B et la fleellant de C vers D ont des coordonnées égalegent a dire que
« ABDC est un parallélogramme ».

Preuve :(Xg = Xai Vs = Ya) = (X%~ % Yo ) dONC iXg =Xy = X5~ % et yg— Y= ¥~ ¥ donc

Ko X T apt X eyt %= o+ ydonc e =Ko b0 -

[AD] ont méme milieu et ABDC est un parallélogramme

; YA donc les segments [BC] et

* Le plan est muni d’'un repere (O,l,J).

On appelle « vecteur AB » et on nof&B I'ensemble de toutes les fléches ayant les ménmsioonées que
la fleche allant de A vers B.

Chagque fléche appartenant au vectéB s’appelle un représentant du vectedB .

Les coordonnées du vectedB sont les coordonnées d’un représentant quelcongueaeur AB .
On écrira : AB(Xg = Xa; Vs = Ya) -

Deux représentants quelconques du vec®&Brforment un parallélogramme.

Dot : AB=CD - ABDCest un parallélogramm.

Ensuite on prouve I'équivalencel:  est le milieudu segniAB] = Al = 1B

Ainsi on a vérifié a posteriori que la définitiolud vecteur est indépendante du repére choisi.

= Translation de vecteui

On appelle translation de vectelifa; b) la transformation qui & tout point M associe lenp® défini parMN =G . | Le

point N est appelé le translaté de M par la traiosiale vecteuld .
Les coordonnées de N sonfy = X +a ety = yy +b.
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Preuve : On sait queMN(xy = Xy; Vv — W) doncxy —xy =aet y - %, = tdou:
Xy =Xy taet yy=wy+b

Dire que « N est I'image de M par la translatiorvdeteur AB » revient a dire que #N = AB » ou que
« ABNM est un parallélogramme ».

lllustration avec géogébra avec l'instruction ttatien :

N
p
B
P
u
M
A
u
T

= Somme de deux vecteurs

On se place dans un repére (0O,l,J). On considémxcteurt(a; b) et le vecteuv(a’; b').
Par définition, le vecteuli +V est défini par ses coordonnées a'; b+ b).

Animation géogébra :
On peut visualiser plusieurs représentants da bleu et d&en rouge.
Avec l'instructionw= (a+ a'; b+ b), on visualise plusieurs représentantgider en vert.

On peut bouger ces différents représentants.

\D

/
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On peut faire observer aux éléves deux cas defigtgressants qui vont permettre d’énoncer deux
conjectures concernant la construction d’'un repitése ded +v :

= cas ou un représentant deet un représentant de sont placés bout a bout.

= cas ou un représentant deet un représentant de ont la méme origine.

=

Reégle du parallélogramme.
Soit A un point quelconque du plan, on construjidt M tel que AM =t et le point N le point tel quAN = V.
Alors le vecteurt + v est le vecteuAS oU S est construit de telle fagon que AMSN egpanallélogramme.

Preuve : en posam(x,; Ya),U(& b et v(a'; b’) on obtientM (x, +& y,+ b .

Comme AMSN est un parallélogramme, alMS = AN donc MS=v d'ol S(x, + &, ¥, + b) donc
S(x + at+ d w+ b B ce qui donne A a+ 4, br 1) donc AS= U+ v

Cette construction assure que la définition de@faree est indépendante du repere choisi.

Reégle des représentants « bout a bout »
Soit A un point quelconque du plan, on construidt M tel que AM =G et le point N le point tel qU&IN =V .
Alors le vecteurt + v est le vecteurAN

Preuve : en posarm(x,; Ya),U(& b et v(a'; b’) on obtientM (x, +a y,+ b .
N(xy +a, %, + b) doncN(x, + a+ a, y,+ b+ B)ce qui donne AN(a+ a, b+ b) donc AN = U+ V.

Conséquence :

Relation de Chasles :
Quels que soient les points A , B et & = AB+ BC.

A suivre : les propriétés de I'addition, la notidiopposé et la différence de deux vecteurs.

= Multiplication d’'un vecteur par un nombre réel
L’addition « a répétition » permet de définir laliplication d’'un vecteur par un nombre entier matyuis de
généraliser avec la multiplication d'un vecteur parentier négatif puis par un réel en posant :

Quel que soit le vecteui(x; y) et le réek, le vecteurk U est le vecteur de coordonnédsu (kx ky .

Animation géogébra : en utilisant un curseur Kiestruction v=(k*x(u),k*y(u))

ku
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Quels que soient les poimiset B distincts et les pointS etD distincts.
Les droites (AB) et (CD) sont paralléles ssi ilst&iun réek non nul tel queCD = k AB

Preuve :

On se place dans un repére (O ; | ; J). On constrpoint M tel queOM = ABet le point N le point tel quéN = CD.
Dire que les droites (AB) et (CD) sont parallélesow verticales » revient a dire que O, M et N sigihés sur une
droite d’équationy = axdonc que les coordonnées de M et N sont propoeitesdonc que les coordonnées des

vecteursABet CD sont proportionnelles donc qu’il existe un riéglon nul tel queCD = kAB.
De méme quand les droites (AB) et (CD) sont pdesllé verticales » ou que O, M et N sont alignésise droite
d’équationx = a.

= Vecteurs colinéaires

On dit que deux vecteurs sartlinéairespour dire que ces deux vecteurs imé@me direction
en convenant que le vecteur nul a méme directiengmporte quel vecteur.

Avec la propriété précédente, on obtient :
Pour tout vecteur U et pour tout réelk, le vecteurk U est colinéaire au vecteuru .
Tout vecteur colinéaire ati s’écrit sous la formek U aveck réel.

Conséquences :
= A etB étant deux points distincts ,

M O(AB) = AMet ABsont colinéaire

= A etB étant deux points distinct§,etD étant deux points distincts
(AB)//(CD) = ABet CDsont colinéaire

= Critéere de colinéarité de deux vecteurs
Dans un repére, on considére les vectéirs; y) et V( X'; y').
Ol et V sont colinéaires signifie les coordonnéedida celles dev sont proportionnelles

X X

Yo Ny

Od( x; y) et V( X'; y') sont colinéaires signifie qu est un tableau de proportionnalité

CEn utilisant les « produits en croix on obtientti#ére suivant tres utilisé :

d(x; y)et V( x'; y) sont colinéaires signifie quex y' = y X
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